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第六章   运动电荷的辐射（6课时） 

  处理方法 

 由给定单个电荷的运动状态和推迟势公式计算电磁势;李纳－维谢尔势 

 由李纳－维谢尔势精确计算电磁场（固有场＋辐射场） 

 由辐射场计算辐射功率 

  物理分析 

 匀速运动电荷的电磁场；切伦柯夫辐射 

 低速运动带电粒子的辐射 
 高速运动带电粒子的辐射 

节次 节    名 小节标题 
6.1 李纳－维谢尔势 数学准备，李纳－维谢尔势，物理分析 

6.2 运动电荷的电磁场 
李纳－维谢尔势与（r, t）的函数关系剖析， t*/ t 和 

t*，其他带*号量的时空偏导数，E 和 B，匀速运动
电荷的电磁场,切连柯夫辐射 

6.3 运动电荷的辐射场和辐射功率 运动电荷的辐射场，运动电荷的辐射功率(瞬时值) 

6.4 低速运动带电粒子的辐射 
低速运动近似（<<1），与电偶极辐射公式对比，经

典电磁理论的局限性 

6.5 高速运动带电粒子的辐射 加速度与速度平行，加速度与速度垂直，一般情形 
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6.1   李纳－维谢尔势 

一  数学准备 
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1. 三维位置空间的积分变换（体积元变换）： 

相应体积分元的变换公式如下： 

(6.1.2) 

2. 并矢的性质 

对于由任意矢量f 和g 构成的并矢fg ，成立 
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VdJzdydxdVd  1|| (6.1.3) 

（1）对应矩阵的行列式为零： 0)det( fg
张量对应矩阵的行列式通式： 

kjiijk TTT 321)det( T


(展开后即可证明) 
.0)())()(()det( 321321321  gggfg fffgggfffgfgfgf kjiijkkjiijk 

原积分变数： 

新积分变数： 
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6.1   李纳－维谢尔势 

T


展开后即可证明；详细证明过程如下： 

(6.1.4) 

（2）迹： gffg  332211)Tr( gfgfgf
（3）对角元素的余子式： 
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

 TTTTTT kkjjii 第二项

成立： 
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6.1   李纳－维谢尔势 
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);det(321 T


 kjiijk TTT第四项

gffgI  1)det(


(6.1.5) 

将四项合并证得原式： 

(6.1.4) )det()Tr(1)det( 332211 TTTI


 AAA

对并矢情况，由上式及并矢性质得： 
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6.1   李纳－维谢尔势 

 (6.1.7) 
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4. 运动点电荷的体电荷密度和体电流密度 
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容易验证它们满足电荷守恒方程： 
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证明：利用三维  函数性质可证 

证毕 

式中 V 为任意体积，S 为其边界（闭合曲面） 
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6.1   李纳－维谢尔势 

从推迟势公式出发： 

积分变量替换： 

二  李纳－维谢尔势 
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(r ：场点；r' ：源点) 

类比1.1节对单自变量 函数的积分  ( f(x) )dx 的处理 

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



2012/3/24 第六章   运动电荷的辐射 7 

6.1   李纳－维谢尔势 
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1. 雅可比式 否则变换无效(由v < c，可知恒有J > 0) 

2.                             只有一个零点，这与t' 时刻粒子处于确定位置相关 0)(  terrr
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通称李纳－维谢尔势 
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6.1   李纳－维谢尔势 

三  物理分析 
v << c 

v = 0.2c 

 
e 

图6－1 
1. 推迟效应：t 时刻电磁势由t* =tR*/c 时刻粒

子的运动状态决定，电磁场以光速 c 传播 
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2. 各向异性因子（分母方括弧中）：运动前方的电磁势大，后方小；垂
直方向的空间变化梯度大，相应电磁场最强 

3. 对缓慢运动电荷（v << c），忽略各向异性因子，得 
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其中保留了推迟效应 
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6.2   运动电荷的电磁场 

中心任务：由电磁势计算电磁场 
数学工具：复合函数和隐函数的偏导数计算 
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E  (6.2.1) 

AB  (6.2.2) 

,
)]/(1[4

),(
0

 


cRR

e
t

vR
r




)]/(1[4
),( 0








cRR

e
t

vR

v
rA





.,),(
c

R
ttte


      rrR    rr
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(6.1.14) 
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6.2   运动电荷的电磁场 

一  李纳－维谢尔势与(r, t)的函数关系剖析 
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(6.2.5) (6.2.6) 

(6.2.8) 

1. 粒子状态量 r* 和 v* 为t* 的单变量显函数 

2.距离矢量R*及其模 R*是 r 和t* 的显函数 

3.时间t* 是 r 和t 的隐函数(由(6.2.6)和(6.2.7)式描述） 

4.自变量 t 仅出现在 t* 之中 

(6.2.7) 
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隐函数求偏导数(关键) 

结论：电磁势是 r 和 t* 的显函数，t* 是 r 和 t 的隐函数，即 

，A ~ f (r, t*(r, t))为 r 和 t 的复合函数，成立如下复合函数求导公式： 

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



2012/3/24 第六章   运动电荷的辐射 11 

6.2   运动电荷的电磁场 

二  t*/t  和 t* 的计算 
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【注意】 求导过程中出
现 R* 和 r* 等“中间量”
对时间 t 的偏导数；它们
可通过回代过程由已知的 

 t*/  t 一一反推出来！ 
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6.2   运动电荷的电磁场 

  R
c

t
1
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







RR
R

R
rIR

rr

rrrr

rrrr
][

)(

)]()[(2

)]()[(
2/1








  v

r
r )()( t
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d
t











 


 t

cRcRR
t

c
t

vR
R

R
vI

1
])([

1 








 




cScRvcR
t

R

R

R

)/(1

1
(6.2.16) 

【注意】 求导过程
中出现 R* 和 r*  等

“中间量”的梯度；
它们可通过回代过
程由已知的 t* 一
一反推出来！ 
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三  其它带星号上标物理量的时空偏导数 


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
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
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
 

cS

vR
IrrR









 
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t
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
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


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











 



v
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R 11

  RvvR )(
1
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1
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RS

cRS /  vR
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6.2   运动电荷的电磁场 

)(
1 2 









RavR RvRc

cSt

S
(6.2.27) 

(6.2.28) 





 








 vRa

R

ccc

v

S
S

11
1

22

2

四  电磁场的计算 

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
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
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
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
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










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



va

t

S
R

S

e
2

0

4


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
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
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






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
vaR S
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0





利用(6.2.27)(6.2.28)式，最终求得电磁场的表达式(见下页)： 

t




A
E  AB 




 


cS

aR
v











a

v

S

R

t
(6.2.19) (6.2.14) 
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c
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(6.2.32) 

(6.2.33) 

在(6.2.33)式大括弧内加上 ,)(
1

1
22

2












 RaRR

cc

v

对 B 没有影响；该式叉乘号右边的表达式正好等于 E，因此有 

E
R

B 




cR
(6.2.34) 

 对比谐振荡电流的辐射场计算（先B后E），这里是先E后B！ 

  固有场和 

     辐射场： ,~,/1
,/~/,/1 2

EcBRE
cvEcBRE

   

  





 能流为零； 

能流有限。 

  划分意义：远场近似，工程意义（两部分非严格意义上的电磁场！) 

 如何想到要在(6.2.33)式大括弧内加上一项？该项是如何得来的？ 
 (6.2.34)式表明，磁场始终与电场垂直，且与电场存在简单关系 

固有场只与速度有关， 

辐射场与加速度有关， { 

)2.6(见习题   
R

BE   





R

c
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6.2   运动电荷的电磁场 

五  匀速运动电荷的电磁场 
只存在固有场，表达式如下： 

,
1

1
4 2

2

3

0















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 


vRE R
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E
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B 




cR

(6.2.36) 

 
A O 

P 

v 

R* 

r*R*v/c 

r 

r|| r cos 

rr sin 

 

图6－2 

 目标：设法将电磁场写成考察位置 r 和考察时间 t 的显函数(关键在R*) 

 技巧：选择考察时刻t 粒子的位置为坐标原点O，v 为极轴 

              （注意：仍为实验室参考系，而非随粒子运动的参考系！） 

对考察点P（位置矢量r），t* 时刻粒子位于A 点，其位置矢量为 

vvrr
c

R
ttte


  )()( vrrrR

c

R
 
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c
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v

c

R
r

c

R
v

c

R
rR


  22 2

2

2
22

2

2
22

vr 从中解出R* 

(6.2.36) vrrrR
c

R
 
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匀速运动电荷的电磁场（续） 
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重抄电场表达式： 

vrrrR
c

R
  rvR   R

c

1
2/32
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



r
E
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
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
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匀速运动电荷的电磁场（续） 
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 sin,cos,/,)1/(1 //

2/12 rrrrcv              

物理分析： 

 相对考察时刻粒子位置，E // r，B位于方位方向 

 当 =  /2 时，场强最强(对比电磁势分布：前强

后弱）;随粒子速度增加，电磁场向运动垂直方向
的集中程度加剧（见右图） 

 有cB/E ～ v/c，磁能密度/电能密度 ~ (v/c)2：对低

速运动粒子，电能远高于磁能 
 不存在辐射，电磁场随粒子一道运动  固有场 

图6－3 

v 

E 

O 

  0 

  0.4 

  0.8 

 
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六  切连科夫辐射 
1. 李纳－维谢尔势成立条件 

,
4

),(
0




S

e
t


 r ,

4
),( 0






S

e
t



 v
rA

c
RS


 


vR

J > 0 以及S *> 0 均要求 cv  电磁势推导过程 

电磁势非奇异 { 
2. 李纳－维谢尔势表达式向均匀线性各向同性介质的推广 

ncuuc /)/(1,,,,, 2/1

00             

要求 ;uv 
当v* > u 时，李纳－维谢尔势失效！ 

失效之后果： 

 并非麦克斯韦电磁理论或由它推出的电磁势满足的达朗贝尔方程失

效，而是解法（通过积分变量替换计算场源 函数的积分）失效；必
须采用傅里叶变换方法重新表述推迟势积分或求解达朗贝尔方程 

 介质中的超光速粒子会发出辐射  切连科夫辐射 

0)/(1/   cRRSJ Rv

(S* > 0) 
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6.2   运动电荷的电磁场 

图6－4 

3. 切连科夫辐射 

 发现过程：1934年，前苏联学者瓦维洛夫和他

的学生切连科夫发现：伽玛射线进入液体介质
后发出淡蓝紫色光锥，如图6－4虚线所示。他

们确认不是受作用介质发出的荧光，而是一种
新的现象 

 物理解释：1937年，前苏联学者弗朗克和塔姆

指出这种辐射来自伽玛射线与介质作用后形成
的超（介质）光速电子，它与介质作用，产生
辐射 

 获奖情况：1946年前苏联国家金奖；1958年切
连科夫、弗朗克和塔姆共享诺贝尔物理学奖
（瓦维洛夫于1951年去世） 
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6.2   运动电荷的电磁场 

 定性解释  光冲击波 

vt ut vt ut 

v=0.4u v=2u 

 c 

图6.5 
当粒子速度超过介质中的光速时,粒子相继发出的子波彼此相交,发生干涉,
诸子波的包络形成一个以粒子当前位置为顶点的锥面,称为光冲击波,如图右
侧分图中的粗虚线所示.  

nv

c
c   sincos切连科夫角： (6.2.44) 

应用：切连科夫探测器；导致中微子及其它基本粒子的发现 
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6.3   运动电荷的辐射场和辐射功率 

一  运动电荷的辐射场 

















 


avRRE R

cSc

e 1

4 32

0
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n ,定义： (6.3.5) 
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能流和能量密度瞬时值： 
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E、B 和n 满足右手正交关系 

cB ~ E,电能和磁能密度相等（对比固有场） 
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{ 
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6.3   运动电荷的辐射场和辐射功率 

二  运动电荷的辐射功率（瞬时值） 
1. 回顾静止时谐场源下的（平均）辐射功率计算 

 t 时刻半径r 的球面上各点的电磁场为同一时刻t*= t  r/c由场源发出 

 球面上的平均电磁能流密度与时间无关,与r2成反比,为 和 的显函数 

 过球面对 和 积分平均电磁能流密度即获得平均辐射功率 

 结论：推迟效应引起的复合隐函数关系的积分复杂性得以避免 

2. 运动电荷的辐射功率 
 非时谐电磁场，只能定义瞬时功率 

 场源处于运动状态，各时刻发出的子波非同心球面，不能简单地由
电磁能流密度过某球面的积分获得辐射功率，必须另找出路 

 所得到的瞬时辐射功率应针对发射时间 t* 定义，并视为 t* 的函数 

 所涉及的积分运算：应固定考察时间 t，对位置空间（r）积分；而
不能固定 t*，对 r* 积分，后者是毫无意义的（为什么？）。 
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6.3   运动电荷的辐射场和辐射功率 

O 

r 

r1
 

v*t 
R 

R1
 

V 

图6－6 

3.  运动电荷瞬时辐射功率的计算 

考虑t*至t*+t*期间粒子发射的电磁能，

设为W，则瞬时辐射功率为 

)/(lim)(
0






 tWtP

t




下面的任务：计算W 

t*时刻：        粒子位置矢量  

t*+t*时刻：粒子位置矢量 




1r

r

  tvrr1
有 

  ttt 考察时刻： 

t* 时刻粒子发出的子波球面半径为 

t*+t*时刻粒子发出的子波球面半径为 




1R
R

  RtttcRttcR )(),( 1     有 

在考察时间t ，粒子在t* 期间发射的能量W 位于两个球面之间(V ) 
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6.3   运动电荷的辐射场和辐射功率 




V
dVtwW

 
R ),(

运动电荷瞬时辐射功率的计算（续） 

(V：两球面之间的体积；积分固定t ) 

积分的困难在于:积分域不规则，被积函数是r 和t 的复合隐函数 

这两个困难可通过如下积分变数替换同时得到解决： 
 Rr  R      ),det(,|| 1   JdVJdV
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积分域变换为由两同心球面构成的球壳，其厚度为 
  tcRRR  1

相应复合隐函数积分的困难得以避免：对R*的积分（固定t）代之以

被积函数与R*＝ct* 的乘积： 
   dRtwtcW 2)1)(,( βnR

记住：积分固定t 而非t* ;被积式仍为R*的复合隐函数!) 
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