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第 三 章 

量子力学中的力学量

The Dynamical variable in Quantum Mechanism 
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Chapt.3  The Dynamical variable
             in  Quantum Mechanism引 言

         经典力学中物质运动的状态总用坐标、动量、角

动量、自旋、动能、势能、转动能等力学量以决定论

的方式描述。而量子力学的第一个惊人之举就是引入

了波函数  这样一个基本概念，以概率的特征全面地

描述了微观粒子的运动状态。但  并不能作为量子力

学中的力学量。于是，又引入了一个重要的基本概

念——算符，用它表示量子力学中的力学量。算符与

波函数作为量子力学的核心概念相辅相成、贯穿始终。

   这部分是量子力学的重要基础理论之一，也是我

们学习中的重点。



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p3.1 表示力学量的算符
    operator for dynamical variable 

p3.2 动量算符与角动量算符
   momentum operator and angular momentum operator

p3.3 电子在库仑场中的运动
   The motion of electrons in Coulomb field

p3.4 氢原子
     Hydrogen atom

p3.5 厄米算符本征函数的正交性
Orthonormality for eigenfunction of Hermitean operators

p3.6 力学量算符与力学量的关系
Relationship between Operator and dynamical variable

p3.7 算符的对易关系 两力学量同时有确定值的条件 测不准关系
Operator commute  The Heisenberg Uncertainty Principle

p3.8 力学量随时间的变化 守恒律
The dynamical variable with respect to time  The conservation laws

讲授内容
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Chapt.3  The Dynamical variable
             in  Quantum Mechanism学习内容 

1．坐标算符、动量算符的表示形式及它们间的对易关系；
2．角动量算符的表示形式及相关的对易关系；
3．动量算符本征函数的两种归一化：箱归一化和  函数归一
   化；
4．角动量算符的共同本征函数及所对应的本征值；
5．正点电荷库仓场中电子运动的定态薛定谔方程及其求解的
   基本步骤；定态波函数的表达形式；束缚态的能级及其简
   并度；氢原子的能级、光谱线的规律；电子在核外的概率
   分布；电离能和里德伯常数；
6．量子力学的力学量与厄米算符的关系；厄米算符的本征函
   数组成正交完备集；
7．在什么情况下力学量具有确定值；力学量可能值、概率、
   平均值的计算方法，两个力学量同时具有确定值的条件；
8．不确定关系及其应用；
9．守恒量的判断方法。


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Chapt.3  The Dynamical variable
             in  Quantum Mechanism重点掌握内容

一个基本概念：厄米算符（作用及其基本性质）；

两个假设： 力学量用厄米算符表示；

             状态用厄米算符本征态表示，力学量

           算符的本征值为力学量的可测值

三个力学量计算值：确定值、可能值、平均值；

四个力学量算符的本征态及本征值：坐标算符，动量

          算符，角动量算符及能量算符（哈密顿算

          符）及它们的本征值。

一个关系：力学量算符间的对易关系（特别是坐标

          算符与动量算符的对易关系，角动量算符

          对易关系）

三个定理: 共同本征态定理（包括逆定理）

          不确定关系

          力学量守恒定理
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  由前面的讨论，我们看到，当微观粒子处在某
一状态时，一般而言，其力学量（如坐标、动量和
能量等）不一定具有确定的值，而以一定几率分布
取一系列可能值（当然，可能在某些特殊的状态，
有些力学可取确定值）。

  若知道粒子在动量表象中的波函数      ，同理
可求出粒子动量        或   的平均值。

),( tpC 

P


( , , )x yP P P

3.1 表示力学量的算符

1.坐标与动量的平均值及坐标算符与动量算符的引入

   若已知粒子在坐标表象中的状态波函数      ，
按照波函统计解释，利用统计平均方法，可求得粒
子坐标       或  的平均值

),( tr

),,( zyx r

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（ 1 ） 坐 标 平 均 值

3
3/2

1( , ) ( , )
(2 )

i P r
r t C P t e d P








   
 


 



设粒子的状态波函数为      或),( tr ),( tPC


3
3/2

1( , ) ( , )
(2 )

i P r
C P t r t e d r




 



   
 


  



rdtrrdtr  323 ),(),(  

粒子的位置处在：                     间的几率为~ , ~ , ~x x dx y y dy z z dz  

3.1 表示力学量的算符（续1）










 rdtrrtrrdtrrr  3*3 ),(),(),( 坐标平均值
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利用      计算出坐标   的平均值),( tPC
 r

PdtPCrtPCr
 3* ),(ˆ),(





ˆ
P

x y z

r i i i j k
P P P

   
         

    称为坐标算符 

Prove： rdtrrtrr  3* ),(),(



 

*
3

3 3
/2 (1 ( , ) [

(
,

2 )
) ]

i P r
C P t e d Pr t r d r




   
 





 

3.1 表示力学量的算符（续2）

对此作一次分部积分

* 3 3
3/ 2

1 ( , )[ ( , ) ]
(2 )

i P r

Pr t C P t e d P d r
i






   
 


  


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* 3 3 3
3

1 [ ][ ( , )
( )

, ])
2

(
i i rP P

P

r
i C PC Pt e t ed P d P d r







     
 


 


  
 


( )* 3 33

3

1[ ]
(2 )

( , ) ( , )
i P

P

P r
C e d rP t i C P t d Pd P







   

  


 


 


* 3 3( , ) ( ), ) (PC P t i C P t d PP d PP
    

   


* 3( , ) ( , )PC P t C P t d Pi  
 




*( , ) ( , )ˆ
x y zC P t C P t dPdP dPr



 


3.1 表示力学量的算符（续3）

* 3 3
3/2

1 ( , ) [ ( , ) ( ) ]
(2 )

i iP r P r

P
r t C P t e C P t e d P d r

i i





  




       
  
 

    

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（2）动量平均值 

粒子的动量值处于 ~ , ~ , ~x x x y y y z z zP P dP P P dP P P dP  
间的几率为: 

PdtPCPdtP
 323 ),(),( 

利用坐标为变量的波函数      计算动量平均值 ),( tr

其中 ─ 坐标算符ˆ
P

x y z

r i i i j k
p p p

   
         


   

rdtrPtrP  3* ),(ˆ),( 




3.1 表示力学量的算符（续4）

 


 PdtPCPtPCPdtPCPP
 3*32

),(),(),(动量平均值
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Prove: PdtPCPtPCP
 3* ),(),(

3
3/ 2

* 31[ ( , ) ]
(2

( , )
)

i P r
rC P t P dt Pe d r


 

 
 

 


  

*
3

3 3
/ 2

1 ( , )( , )[ ]
(2 )

i P r
r tC P t d Pi e d r




 
 

 
 


 



*
3/

3 3
2

1 ( [ ( , ) ( ( , ), )
)

) ]
(2

i iP r P r
r t i e i r tC P t e d r d P 




   



  
  
   







─ 动量算符  


iP̂

3
3* 3 31 [ ( , ) ]

(2 )
[ ( ( , )) ]

i Pi P rr
i r tr t e ed r dd Pr 


      

 
   

 


 


 


 

3.1 表示力学量的算符（续5）
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 * 3 3( , ) ( , ) ( )r t i r t r r d rd r       
     

 * 3( , ) ( , )ir t r t d r      

*( , ) ( , )ˆr t r t dxdydP z 
  

  

   
 

─ 动量算符 P̂ i i i j k
x y z

   
       

  
 其中

3.1 表示力学量的算符（续6）

 r r  
 

 
 

( )* 3 3
3

1( , ) ( , )
2

 


 
     

  
 

  


   


i P r r
r t i r t e d P d r dr
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结 论

    由波函数计算坐标和动量的平均值时，坐标与动
量均要用相应的算符代入积分式。 

   利用坐标为变量的波函数      计算坐标平均值
时，坐标算符     ，就是坐标本身；利用动量为变
量的波函数      计算坐标平均值时，坐标算符为

),( tr
rr  ˆ

),( tPC


Pir  ˆ

   利用坐标为变量的波函数      计算动量平均值
时，动量算符       ； 利用动量为变量的波函数
      计算动量平均值时，动量算符就是动量本身

),( tr
 


iP̂

),( tPC


PP


ˆ

3.1 表示力学量的算符（续7）
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对一函数作用得到另一函数的运算符号 

vuF ˆ

 dxF̂   vudx

Ex.
dx
dF ˆ vu

dx
d



xF ˆ vxu 

2．表示力学量的算符及其与力学量测量值的关系

（1）算符的定义

称为算符F̂

(2）算符的本征方程

算符  作用在函数  上，等于一常数  乘以 F̂   

3.1 表示力学量的算符（续8）

即  F̂ 此称为算符  的本征方程 F̂
14
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 称为其本征值，  为其本征函数。 

(3）力学量算符

   表示力学量的算符必须是对波函数进行有物理意义
运算的符号。

哈密顿算符 Ĥ ),(),(
2

),(ˆ 2
2

trtrUtrH  


 









动量算符 P̂


),(),(ˆ tritrP 
 

坐标算符 r̂ ),(),(ˆ trrtrr   

例如当波函数为      时),( tr

3.1 表示力学量的算符（续9）
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Ex. 动能算符 T̂ 2
22

22

ˆ
ˆ 





PT

角动量算符 L̂


 riPrL 
 ˆˆ

   将第二章中构造Harmilton算符的方法加以推广，
便提出一个构造一般力学量算符的基本假设。 

),(ˆ)ˆ,(ˆˆ   irFPrFF

    若量子力学中的力学量  在经典力学中有相应的
力学量，则表示该力学量的算符  由经典表示        
中将动量  换成动量算符  而得出。 

F̂ ( , )F r P


P̂


P


F

3.1 表示力学量的算符（续10）

力学量算符规则——即构造力学量算符的规则：

16
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   （1）以上所述力学量算符规则是对坐标表象而

言；对于动量表象，表示力学量F 的算符是将经典

表示      中的坐标变量  换成坐标算符
Pir  ˆr)( PrF

 

（2）对于只在量子理论中才有，而在经典力学
中没有的力学量，其算符如何构造的问题另外讨论。

ˆ ˆ( , ) ( , )PF r P F i P  
  ( , )F r P

即 

3.1 表示力学量的算符（续11）

注

17
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力学量算符 坐标表象 动量表象

坐标算符 r̂ ˆ  r r ˆ   
  pr i

动量算符 P̂
 P̂ i 


 ˆ 

 
P P

力学量算符

 ˆˆˆ ,F r P
    ˆˆ ˆ, ,  

   PF r P F i P   ˆˆ ˆ, ,F r P F r i  
  

其中 i j k
x y z
  

   
  

 

P
x y z

i j k
P P P
  

   
  


 

3.1 表示力学量的算符（续12）

18
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(4）力学量算符与力学量测量值的关系

    在第二章讨论哈密顿算符  的本征值问题时已
看到，当体系处在  的本征态时，体系有确定的能
量，该能量值就是  在此本征态中的本征值。当体
系处在任一态中时，测量体系的能量无确定值，而
有一系列可能值，这些可能值均为  的本征值。这
表明  的本征值是体系能量的可测值，将该结论推
广到一般力学量算符提出一个基本假设.

Ĥ
Ĥ
Ĥ

Ĥ
Ĥ

    如果算符  表示力学量  ，那么当体系处于   
的本征态中时，力学量  有确定值，这个值就是    
属于该本征态的本征值。 

F̂
F̂F̂

F
F

该假设给出了表示力学量的算符与该力学量的关系 

3.1 表示力学量的算符（续13）

19
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（5）厄米算符及其性质

① 厄米算符的定义

若对于任意两函数  和  ，算符  满足等式  F̂

   dFdF ** )ˆ(ˆ

则称  为厄米算符 F̂

② 厄米算符的性质： 厄米算符的本征值必为实数

设  为厄米算符，其本征方程F̂  F̂Prove :

   dFdF ** )(ˆ

   dd *** *  （实数）

3.1 表示力学量的算符（续14）

20
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力学量算符为线性的厄米算符 

(6）力学量算符的性质

* *ˆxp dx i dx
x

   
 

 


 

 
Ex. 1、 证明动量算符的一个分量   是厄密算符ˆ xp

*
* *ˆ( )xi i dx p dx

x
    

 

  


   

  

Prove : 设  为宇称算符  的本征值，则宇称算
符的本征方程为：

ÎI

Ex. 2、证明宇称算符  的本征值为Î 1I  

Prove :

3.1 表示力学量的算符（续15）

21
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2ˆˆ ( ) ( ) ( )IIu x I u x u x 
2 1I 

ˆ ( ) ( )Iu x Iu x

1I  

3.1 表示力学量的算符（续16）

 ★ 量子力学微观粒子的力学量为何要用线性的厄米
算符表示

 ★ 力学量  是线性厄米算符,由此能否得出线性厄
米算符都可以表示力学量?

思考题:

F̂

22
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1 动量算符

P̂ i 


 ˆ ˆ ˆ
x y yP i P i P i

x y z
  

  
  
  

本征方程： ˆ ( ) ( )P PP r P r  
  

)()()()( zyxr
zyx PPPP  按分离变量法,令

1

2

3

( )

( )

( )

x

x

y

y

z

z

i P x

P
i P y

P

i P z

P

x Ce

y Ce

z Ce

























( )
i Pr

P r Ae



 




归一化
常数( )x

x

P
x P

d
i P x

dx


 

( )y

z

P
y P

d
i P y

dy


 

( )z

z

P
z P

d
i P z

dz


 

则有
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


  deAdrr
rPPi

PP




 )(2* )()(
3 2(2 ) ( ) ( )A P P P P      

   


2/3)2(  A
( )

3/ 2 3/ 2

1 1( )
(2 ) (2 )

x y z
i iP r p x p y p z

P r e e
 

  
 

 
 


 

本征值     取连续值。P


归一化系数的确定

      1）若粒子处在无限空间中，则按  函数的归
一化方法确定归一化常数  ，即


A

这正是自由粒子的 de Broglie   
波的空 间部分波函数。

3.2 动量算符与角动量算符（续1）
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, , , ,
2 2

, , , ,
2 2

, , , ,
2 2

P P

P P

P P

L Ly z y z

L Lx z x z

L Lx y x y

 

 

 

       
   
       
   
       
   

 

 

 

       2）若粒子处在边长为  的立方体内运动，则用
所谓箱归一化方法确定常数   。 

L
A

   当粒子被限制在边长为  的立方体内时，本征函数

      满足周期性边界条件)(rP



L

, ,
2B
Lr y z   

 



B
Lr - , y,z
2

   
 



x

y

z

o
B

B

3.2 动量算符与角动量算符（续2）
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1 1
2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z

i iP L P y P z P L P y P z

i iP x P L P z P x P L P z

i iP x P y PL P x P y PL

Ae Ae

Ae Ae

Ae Ae

          
   

          
   

          
   







 

 

 

2

2

2

1

1

1

x
x

y y

z
z

i P L i n

i P L i n

i P L i n

e e

e e

e e







 

 

 







2 2 2, ,x x y y zP n P n P n
L L L
  

  
  

本征值 

0, 1, 2, , 0, 1, 2, , 0, 1, 2,x y zn n n          
2

x y zn n nP n
L



   ( )x y zn in jn kn  

 

3.2 动量算符与角动量算符（续3）
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由归一化条件

2 2
2 23

2 2

( )
L L

P
L L

r d r A dxdydz
 

     


132  LA 2/3 LA

这表明动量只能取分立值。换言之，加上周期性边
界条件后，连续谱变成了分立谱。

归一化本征函数 
rPi

P e
L

r



 
 2/3

1)(

自由粒子波函数     P

i E t

pP r,t r e


 


 


3.2 动量算符与角动量算符（续4）
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（2）由                                   

可以看出，相邻两本征值的间隔           与  成

反比。当  足够大时，本征值间隔可任意小；当    

     时         ，即离散谱→连续谱

2 , 2 , 2x x y y z zP n L P n L P n L      
2P L  

L

L

L 0xP

讨 论

（1）从这里可以看出，只有在分立谱情况下，波函数
才能归一化为一；连续谱情况，归一化为  函数。

 （3）在自由粒子波函数      所描写的状态中，
粒子动量有确定值，该确定值就是动量算符在这
个态中的本征值。

 ,P r t


3.2 动量算符与角动量算符（续5）
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ˆ ˆL r P 
 

2 角动量算符 

（1）轨道角动量算符的定义

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

x z y

y x z

z y x

L yP zP i y z
z y

L zP xP i z x
x z

L xP yP i x y
y x

   
       

           
   
        







 r

x

z

球  坐  标

r


y

sin cos
sin sin
cos

x r
y r
z r

 
 



 
 

2 2 2 2

cos /
tan /

r x y z
z r
y x




   
 
 

3.2 动量算符与角动量算符（续6）
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r
x r x x x

r
y r y y y

r
z r z z z

 
 

 
 

 
 

       
         

       
         

       
  

      

sin cos

sin sin

cos

r
x
r
y
r
z

 

 






 






1cos cos

1cos sin

1sin

x r

y r

z r

  

  

 




 


 


1 s in
s in

1 co s
s in

0

x r

y r

z

 


 




 
  

 


 




利用直角坐标与球坐标之间的变换关系,求得偏导数

3.2 动量算符与角动量算符（续7）
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1 1 sinsin cos cos cos
sin

1 1 cossin sin cos sin
sin

1cos sin

x r r r

y r r r

z r r

   
  

   
  

 


         
      
   

   
 

  

由上面结果得

则角动量算符 在球坐标中的表达式为：

ˆ (sin cos )xL i ctg  
 
 

 
 



ˆ (cos sin )yL i ctg  
 
 

 
 



ˆ
zL i




 



3.2 动量算符与角动量算符（续8）
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本征方程  zz LL ˆ

( ) z
i L

Ae


   

由于    为  的单值函数，应有周期条件: )( 

2
2 2 2 2 2

2 2

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ sin
sin sinx y zL L L L 

    
               







zL
d
di  

在球坐标系中 

)()2(   即 
( 2 )z z

i iL L
Ae Ae

  
 

2 2zL m 


（2）Lz 的本征值问题

3.2 动量算符与角动量算符（续9）

定义角动量平方算符

mLz 本征值:
32
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( 0, 1, 2, )m    

    可见，微观系统的角动量在z方向的分量只能取分
离值（零或  的整数倍）。由于z方向是任意取定的，
所以角动量在空间任意方向的投影是量子化的。 



 称为磁量子数m

本征函数
 im

m Ae)(

由归一化条件 
2 22 2 2

0 0
( ) 2 1m d A d A

 
       

归一化本征函数



 im

m e
2
1)( 

2/1A

3.2 动量算符与角动量算符（续10）

33

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



Chapt.3  The Dynamical variable
             in  Quantum Mechanism

正交性：        
2 2

0 0

1
0

2
i m n

m n d d m ne
  

   


       
将归一化条件与正交性合记之得正交归一化条件：

   
2

0 m n mnd


     

本征方程: 2 2L̂ Y L Y
在球坐标系中 

（3）L2 的本征值问题

2
2 2

2 2

1 1sin ( , ) ( , )
sin sin

Y LY    
    

            


令 22 /L （1） 

3.2 动量算符与角动量算符（续11）

0),(),(
sin

1sin
sin

1
22 






















 





yy
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    此为球面方程（球谐函数方程）。其中      是
  属于本征值   的本征函数。利用分离变量法及微
分方程的幂级数解法，求球面方程在                       
区域内的有限单值函数解（其求解方法在数学物理
方法中已有详细的讲述），可得

0 , 0 2      

 ,Y  
2L̂ 2

 0,1, 2,( 1) ll l    （2） 

( , ) (cos )m im
lm lm lY N P e    （3） 

( , ) ( , )( 1)m
lm l mY Y   

 

lm  ,,2,1,0 
由（1）、（2）式得出   的本征值2L̂

22 )1(  llL ,2,1,0l

磁量子数

角量子数

3.2 动量算符与角动量算符（续12）
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     的本征值: L̂


)1(  llL
可见，微观系统的角动量只能取一系列离散值

0, 2 , 6 , 12   
球谐函数       是   属于本征值       的本征

函数 ，        是缔合勒让德多项式，满足正交 
-模方条件： 

( , )lmY   2L̂ 2)1( ll
)(cosm

lP

                   是  属于本征值   的本征函数，有正交-
模方条件

ime zL̂ m

2 *

0
( ) 2im im

m me e d
    



2 | | * | |

0 0

( | |) 2(cos ) (cos )sin
( | |) 2 1

m m
l l l l

l mP P d
l m l

 
     




  

3.2 动量算符与角动量算符（续13）
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   由      的正交归一化条件( , )lmY  
2 *

0 0
( , ) ( , )sinl m l m l l m mY Y d d

 
            

求得归一化因子:
2/1

4
12

)!(
)!(

)1(










 






l
ml
ml

N m
lm

讨 论 

（1）球谐函数系        是  与  有共同的本征
函数系

zL̂2L̂ ),( lmY
2 2ˆ ( , ) ( 1) ( , )lm lmL Y l l Y     

（2）简并情况 

,2,1,0l lm  ,,2,1,0 

   在求解   本征方程的过程中，出现角量子数  
和磁量子数   。 

2L̂ l
m

ˆ ( , ) ( , )z lm lmL Y m Y    

3.2 动量算符与角动量算符（续14）
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Ex: 0,0  ml
00

1( , )
4

Y  




简并度为1 

2 0(0 1) 0L   

1,0,1  ml












































i

i

eY

Y

eY

sin
8
3),(

cos
4
3),(

sin
8
3),(

11

10

11
22 )11(1 L

简并度为3

  即   属于本征值        的线性独立本征函数
       共有      个。因此,   的本征值      是
     度简并的。 

),( lmY
2)1( ll2L̂

2L̂ 2)1( ll)12( l
)12( l

    的本征值       仅由角量子数  确定，而本征
函数       却由  和   确定。对于一个  值，   
可取            ，这样就有      个  值相同而
  值不同的本征函数与同一个本征值      对应。

2L̂ 2)1( ll

l ,,2,1,0 
),( lmY

2)1( ll

l
l

l

m m
 2 1l 

m

l

3.2 动量算符与角动量算符（续15）
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2,1,0,2  ml






















)1cos3(
16

5),(

cossin
8
15),(

sin
32
15),(

2
20

21

2
22




















Y

eY

eY

i

iz


































22
22

12

sin
32
15),(

cossin
8
15),(

i

i

eY

eY

2 22(2 1)L    简并度为5

3.2 动量算符与角动量算符（续16）
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,...2,1,)1( 2  lll 
确定了角动量的大小

      本征值：2L̂

lmmLz  ,...2,1,0,

确定了角动量的方向

       本征值：ˆ
zL

3.2 动量算符与角动量算符（续17）

角动量的空间取向量子化

Z

0

+1

m=+2

-1

-2
6

l=2
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( ) ( )U r U r

Hamiltonian operator 
2 2

2
ˆ

ˆ ( ) ( )
2 2
PH U r U r
 

    




的本征值方程（定态Schrödinger方程）Ĥ
2

2 ( ) ( )
2

U r E r 


 
    
 

 

中心力场中运动粒子的势能

3.3 电子在库仑场中的运动

1.有心力场下的 Schrodinger 方程

2 2
2

2 2 2 2 2

1 1 1sin ( )
2 sin sin

r Ur E
r r r r r

   
     
                        


（1） 

在球坐标系中
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设 ),()(),,(  YrRr  （2） 

式（2）代入方程（1），分离变量得

 2
2 2 2

1 2 ( ) 0d dRr E U r R
r dr dr r

         
   

（3） 径向方程

0
sin

1sin
sin

1
2

2

2 
























 Y




 （4） 球面方程

 imm
llmlm ePNY )(cos)(  （5）

lm  ,,2,1,0 

 球面方程（4）与中心力场的势函数无关，即不管中
心力场    的形式如何，当       ，且        
时，该方程在               内的单值有限解均为
球谐函数

( )U r
0 , 0 2      

)1(  ll ,2,1,0l

3.3 电子在库仑场中的运动（续1）
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方程（3）是有关径向波函数    的微分方程，称
为径向方程，由它求出    ，便可知道       ，但
要求径向方程的解，必须先要知道    的具体形式。

)(rR

( )U r
),,(  r)(rR

2. 库仑场中径向方程的解

1
1

Z
Z


 

（氢原子）

（类氢原子）
2

( ) sZeU r
r

电子受核的吸引，其势为库仑势

0

( )
4

( )
s

e SI
e

e CGS
 中心力场的一种形式

电子在核的电场中运动，核带正电荷  ， 为原子序数ZZe

3.3 电子在库仑场中的运动（续2）
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将库仑势     代入径向方程（3）得 ( )U r
2

2
2 2 2

1 2 ( 1) 0sZed dR l lr E R
r dr dr r r

          
    

（6） 

( )( ) u rR r
r

令 （7） 

代入方程（6），则有 

0)1(2
2

2

22

2












 








 u

r
ll

r
ZeE

dr
ud s




（8） 

    当      ，原子中的电子电离脱离原子到无穷远
处，即     ，方程（8）的极限形式0E

r

02
22

2

 uE
dr

ud



3.3 电子在库仑场中的运动（续3）
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r
E

Dr
E

Cru

 2

sin
2

cos)( 

 满足波函数的连续、单值和有限条件，因此对E 没
有什么限制，所以     的一切值都允许（连续谱）0E 
当     ，方程（8）写成0E

0)1(2
2

2

22

2












 








 u

r
ll

r
Ze

E
dr

ud s




（9）

电子处在束缚态，  应具有分离谱E
令 r  （10） 

2

8


E
  （11） 

E
Zes

2

2 


 （12） 

3.3 电子在库仑场中的运动（续4）
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方程（9）变成 0)1(
4
1

22

2








 
 ull

d
ud




 （13） 

将（14）代入（13），则有 

利用幂级数求解微分方程的方法解方程（15）

)()( 2
1




feu


令 （14） 

0)1(
22

2








 
 fll

d
df

d
fd





（15） 

0
( ) s k

k
k

f b 






 （16） 0( 0)b 设

   将（16）代入（15）式，求其在        范围内的
有限解，得

r0

3.3 电子在库仑场中的运动（续5）
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   可见，库仑场中的粒子处在束缚态时，其能量为分
立值，即能量是量子化的 

22

42

2 n
eZ

EE s
n


 （18）

方程（15）在        内的有限解 0 r 

 
)(

)!(
)!1()!12()( 121

20  







 l
ln

l L
nl

lnlbf （19）

 1, 2,3,nn   （17）

联立（12）和（17）
式，得到类氢原子
的能量算符的本征
值 

  为主量子数n

其中， 为一任意常数，      称为缔合拉盖尔多项式0b 2 1( )l
n lL 


3.3 电子在库仑场中的运动（续6）
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  v
ln

v

vl
n vvlvln

lnL 
!)!12()!1(

)!()1()(
21

0

112
1 











微分形式 )()( 12

12
12 


 lnl

l
l

ln L
d
dL 



 

)()( ln
ln

ln

ln e
d
deL 





  


 
拉盖尔多项式 

1
2 12( ) ( )l l

nl nl n lR N e L


  
 

 （20）

1,,2,1,0  nl 角量子数

 将    的表示式（19）代入（14）式，便得到      
的表示式，然后代入（7）式，得到径向波函数

)(f )(u

3.3 电子在库仑场中的运动（续7）
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r
na

zre
n
zr

E s

0
2

2

2
228







式中                 为玻尔半径 22
0 sa e 11

0( ~5.29 10 )a m

         为径向波函数的归一化常数，由归一化条件nlN

2

0

( ) ( )n l n l n nR r R r r dr 


  求得 
1

3 2

3
0

2 ( 1)!
2 [( )!]nl

z n lN
na n n l

           

下面列出了前几个径向波函数       表达式：lmR

3.3 电子在库仑场中的运动（续8）
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3.3 电子在库仑场中的运动（续9）
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库仑场中运动电子处在束缚态时波函数 

( , , ) ( ) ( , )    n l m n l lmr R r Y

磁量子数 lm  ,,2,1,0 
角量子数 1,,2,1,0  nl 

,3,2,1n主量子数

3．电子的能量本征值与波函数

2 4

2 22
s

n
z eE

n


 


能量本征值

下面列出了前几个波函数                   表达式 , ,nlm r  

3.3 电子在库仑场中的运动（续10）
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3.3 电子在库仑场中的运动（续11）
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� ( , , ) ( , , )nlm n nlmH r E      
2 4

2 22
s

n
z eE

n





2 2� ( , , ) ( 1) ( , , )nlm nlmL r l l         ( 0,1,2, , 1)l n 

� ( , , ) ( , , )z nlm nlmL r m        ( 0, 1, 2, , )m l   

讨  论: 

（1）           是        的共同本征函数系2ˆ ˆ ˆ
zH L L、 ( , , )nlm r  

     可见，        是电子三个算符       的共
同本征函数系，当量子数       给定时，就确定
了一个状态，力学量        可同时测定。当粒子
处在任一状态时，它可用           构成的函数
系展开，因此，       构成一组力学量完全集。 

 ( , , )nlm r  

2ˆ ˆ ˆ
zH L L、 、

2, , zH L L

( , , )nlm r  

zLLH ˆ,ˆ,ˆ 2

 , ,n l m

3.3 电子在库仑场中的运动（续12）
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（2）电子的第n 个能级 En 是 n2 度简并的

   粒子处在束缚态，对于第  个能级   ，角量子数
取             ，共  个值；对于一个  值，磁量子
数  可取             ，共      个值。因此，对于
第  个能级   ，共有

1,,2,1,0 n
l ,,2,1,0  )12( l

n nE l
n l

m
n

nE







1

0

2)12(531)12(
n

l
nnl 

个波函数，即  的简并度为n2nE

121210211200 ,,, 
Ex. n = 2 时，E2 是4度简并的，对应的波函数有 

   库仑场中电子的能级   只与  有关，与     无
关，对    简并，这是库仑场所特有的。

nE n ( , )l m
l m、

3.3 电子在库仑场中的运动（续13）
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（3）简并度与力场对称性

   所以，库仑场中电子的能级   只与  有关，与
     无关，对     简并，这是库仑场所特有的。

nE n
( )l m( )l m

3.3 电子在库仑场中的运动（续14）

     由上面求解过程可以知道，由于库仑场是球对称
的，所以径向方程与  无关,而与  有关。因此，对
一般的有心力场，解得的能量  不仅与径量子数
有关，而且与  有关，即      ，简并度就为    
度。 
  但是对于库仑场       这种特殊情况，得到的能
量只与          有关。所以又出现了对  的简并
度，这种简并称为附加简并。这是由于库仑场具有
比一般中心力场有更高的对称性的表现。 

m l

l
rn

nlE E  2 1l 

2Ze r
1rn n l   l

E
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    如 Li, Na, K 等碱金属原子中最外层价电子
是在由核和内壳层电子所产生的有心力场中运动。
这个场不再是点电荷的库仑场，因此价电子的能
级   仅对   简并。或者说，核的有效电荷发生
了变化。当价电子处在   和   两点，有效电荷
是不一样的，      随着  不同有效电荷  在改
变，此时不再是严格的点库仑场。

  因此价电子的能级与  和  有关，而与  无关，
即能级仅对  简并，对  的简并消除了。

1r


2r


2Ze r

m
mn l

l

nlE m

r Z

56

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



Chapt.3  The Dynamical variable
             in  Quantum Mechanism

（4）宇称

作空间反射 r r
 

球坐标系中，
反射变换

r r
  
  


  
  





 + 

 -  r

r
x y

z

( ) ( )
( ) ( , ) ( ) ( , )

nlm nlm

nl lm nl lm

r r
R r Y R r Y
 

     
 

  

 

cosx ( , ) ( 1) ( )m m im
lm lm lY N P x e    

cos cos( ) cos     
2 /2 21( ) (1 ) ( 1)

2 !

l m
m m l
l l l m

dP x x x
l d x



  

x x

3.3 电子在库仑场中的运动（续16）

 ( ) 1 ( )l mm m
l lP x P x  
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即      具有    宇称。 m
lP x l m

 ( ) 1 mim im ime e e      （即    具有   宇称）ime  m

   
 

( , ) ( , )

1 1 ( , )

1 ( , )

lm lm

l m m
lm

l
lm

Y Y

Y

Y

     

 

 



  

  

 
即       具有  宇称。 ,lmY   l

综合以上两点讨论

应该指出，   是  的偶函数，但是             却
具有奇宇称，这表明函数的奇偶性与波函数的奇偶宇
称是完全不同的两个概念，千万不要混淆起来。

cos  cos( ) cos   

3.3 电子在库仑场中的运动（续17）

( ) ( )
( 1) ( )

nlm nlm

l
nlm

r r
r

 



 

 

 


于是波函数在空间反射下
作如下变换：

即        具有 宇称。 , ,nlm r  l
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   氢原子与类氢离子都是由一个电子和核所组成
的体系，若不考虑核的运动，则情况与前节完全
一样；当考虑核的运动时，就是一个两体问题。

设电子 1 1 1 1, , ( , , )m e x y z

2 2 2 2, , ( , , )m z e x y z核

3.4 氢原子

  量子力学发展史上最突出的成就之一是对氢原子光
谱和化学元素周期律给予了满意的解释。氢原子是最
简单的原子，其Schrodinger方程可以严格求解，氢原
子理论也是了解复杂原子及分子结构的基础。

通过选用质心坐标系，
一个二体问题可化成一
个一体问题来研究。 o

 
1 1 11 , ,x y zm  

2 2 22 , ,x y zm , ,X Y ZM

1r


2r
R


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1 2

1 2

1 2

x x x
y y y
z z z

 
  
  

电子相对核的坐标 

1 1 2 2

1 2

m x m xX
m m





1 1 2 2

1 2

m y m yY
m m





1 1 2 2

1 2

m z m zZ
m m






质 心 坐 标 

21

21

mm
mm




折合质量

波函数 1 1 1 2 2 2( , , ; , , , )x y z x y z t ( , , ; , , , )x y z X Y Z t

势能
2

( , , ) szeU x y z
r

 2 2 2 2( )r x y z  

氢原子的 Schrodinger 方程：
2 2 2 2 2 2 22

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 22 2

i U
t m x y z m x y z

          
                      

 

3.4 氢原子（续1）
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1 1

1 1 1 1 2

m mX x
x X x x x m m X x M X x
        

     
         

22 2 2 2
1 1 1 1

2 2 2 2
1

2                          

m m m m
x M X x M X x M X M X x x

同理算出
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
1 1 2 2 2

, ; , ,    
    y z x y z

  于是，可将上述氢原子的 Schrodinger 方程在
相对坐标和质心坐标下写成形式

 
2 2 2 2 2 2 2 2

22 2 2 2 22 2
i U r

t M X Y Z x y z
          

                       

 

（1）
此方程由于没有交叉项，可采用分离变量法求解

3.4 氢原子（续2）
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将（2）式代入(1)式,再两边除以        ，可得  

( )
i Wt

t ce


  （3）

质心运动方程
2 2

2 2 2 ( )
2

W E
M X Y Z

 
   

        



相当于质量为        ，能量为      的自由粒子运动1 2M m m  )( EW 

 总能量方程 ( )i d W t
dt
 






( , , ; , , ) ( , , ) ( , , ) ( )x y z X Y Z x y z X Y Z t   令 （2）

3.4 氢原子（续3）

=W-E

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 22 2
( , , )

  
  

        
                

 

  i d
dt M X Y Z x y z

U x y z W
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电子相对核的运动方程
2 2

2 2 22
  


   

        

 U E
x y z

（4）

本征波函数 ( , , ) ( ) ( , )n l m n l l mr R r Y    

4

2 22
s

n
eE
n


 


（5）1, 2, 3,n  能量本征值

   我们感兴趣的是描述氢原子的内部状态的方程(4)，
它描述一个质量为  的粒子在势能为        的力场
中的运动。这是一个电子相对于核运动的波函数
所满足的方程，相对运动能量   就是电子的能级。这
与上节的内容一致，按照上节的讨论 

 2
sU e r

 r
E

3.4 氢原子（续4）
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讨 论

1．能量 能谱组成离散谱

（1）能级间距

4

2 22
s

n
eE
n


 



1n n nE E E  

两相邻能级间距

4 4

2 2 2 2 2 2

(2 1)1 1
2 ( 1) 2 ( 1)

s se n e
n n n n

   
      

  当       时，      ，成为非束缚态。0nE n  

  当   增大时，   减小，即
随   的增大能级越来越密。

nE
n

n

1E

2E
3E

E

3.4 氢原子（续5）
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（2）基态能
4

1
2

13.6
2

seE 
 


电子伏

基态氢原子电离的能量： 
4

1 2 13.6
2

seE E eV
   

 电离能

（3）氢原子谱线

系统由高能级     低
能级   时，辐射一个
光子，其频率

nE
nE 

2 2

1 1n nE Ev Rc
h n n

      

巴尔末公式

3.4 氢原子（续6）
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根据波函数的统计解释，利用氢原子的波函数，
可求出处于    状态中氢原子的电子在核外各处的
概率分布。

nlm

2．氢原子核外电子的概率分布

  电子处在点       附近的体积元   中的概率d( , , )r  

 drrW nlmnlm
2),,(),,( 

* * 2( ) ( , ) ( ) ( , ) sinn l l m n l l mR r Y R r Y r drd d      

                 为里德伯常数。上式正好与氢原子线光谱的

经验公式一致。

4

34
se cR 






   量子力学对氢原子光谱线的成功解释是量子力学
的重要成就之一。

3.4 氢原子（续7）
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22* 2

0 0
( ) ( ) ( ) ( , ) sinn l n l n l lmW r dr R r R r r dr Y d d

 
      

drrrRnl
22)(

电子处于方向角为      的立体角                                      
内的概率 

),(  sind d d  

2* 2

0
( , ) ( , ) ( , )sin ( )l m l m l m n lW d Y Y d d R r r dr        


 

2( , ) sinlmY d d    
在       的球壳内找到电子的概率~r r dr

2 2( ) ( )n l n lW r dr R r r dr

径向概率密度：
2 2( ) ( )nl n lW r R r r

（1）径向分布

电子处于半径为         的球壳内的概率:~r r d r
3.4 氢原子（续8）
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Ex.  电子处在基态（1S态）： 0,1  ln

0

3/2

10
0

1( ) 2
r

aR r e
a

 
  
 

0

2
210

3
0 0

( ) 4 22 0
r

adW r r r e
dr a a

 
   

 
0

0 0

22
210

2
0 0 0 0

( ) 4 4 2 22 2
r

a
r a r a

d W r r r r e
dr a a a a



 

    
       

    
因

当     时， 
10(0) 0W 0r

当      时， 
10( ) 0W  r

08
0


a

所以，      就是径向概率分布最大值的位置 0ar 

0r a

0

2
2

10 3
0

4( )
r

aW r e r
a












 2

2

0
se

a



   求最可几半径极值

除了     和     外，其余各处的     都不为零。0r r 10 ( )W r

3.4 氢原子（续9）
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                           的函数关系 ~ nl rW r

           的节点数 n r = n –  – 1 nlW r

3.4 氢原子（续10）
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（2）角分布

讨 论 

2. 几率极值位置可由           确定。( ) 0lmdW
d






角向概率密度： 2

22( ) 2

( , ) ( , )

(cos ) (cos )

lm lm

mm im
lm l lm l

W Y

N P e N P

   

 



 

1.几率与φ角无关，即几率函数为绕z轴旋转对称。

S态电子（n=1） 0,0  ml




4
1

4
1),(),(

2
2

0000  YW

Ex：

3.4 氢原子（续13）

概率分布与     也无关，是一个球对称分布。 , 
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x
y

z
2

00Y

P态电子（n=2） 1,0,1  ml




 22
1010 cos

4
3),(),(  YW

2 2
1 1 1 1

3( , ) ( , ) sin
8

W Y    
  

概率分布图： 

3.4 氢原子（续14）

S-电子
2

00Y
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z

y

x

 10W 

y

x

Z

 1, 1W 

3.4 氢原子（续15）

z

z 

2
10Y

2
1 1Y 

P-态电子
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概率分布图： 

d态电子（n=3）： 2 0, 1, 2;l m   

3.4 氢原子（续16）

zz zz z
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2
33Y

2
32Y 2

31Y 2
3 1Y 

2
30Y 2

3 3Y 

2
3 2Y
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       将以上两方面的讨论结合起来看，按量子力学计
算的结果，原子中的电子并不是沿着一定轨道运动，
而是按一定的概率分布在原子核周围而被发现，人
们形象地将这个概率分布叫做“概率云”。有时还
将电子电荷在原子内的概率分布    称为“电子
云 ” 。 因 此 只 要 给 出 氢 原 子 定 态 波 函 数          
的具体形式，就可计算在此状态下的概率云密度等。

2e
),,(   rnl

结 论

2
( , , ) ( , , )nlm nlmW r r     概率云密度

2( , , ) ( , , )    nlm nlmeW r e r 电子云密度

3.4 氢原子（续18）
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 
4 2

2 2 1,2,3,
2n

e ZE n
n


  


即所谓 Pickering 
线系的理论解释。

3.类氢离子

   以上结果对于类氢离子（He+, Li++, Be+++ 等）也
都适用，只是将核电荷   换成   ，  换成相应的折
合质量即可。类氢离子的能级公式为：

e Ze 

4.原子中的电流和磁矩

（1）原子中的电流密度

[ * * ]
2e nlm nlm nlm nlm
iJ eJ e    


    
  

1 1
sinre e e

r r r   
  

  
  
  球坐标系中

3.4 氢原子（续19）
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21 | |
sine r r nlm

emJ j e j e j e j e e
r      

 
    

     

  由于                   的径向波函数
和  与有关的函数部分        都是实函数，所以
代入上式后必然有：

( ) ( , )nlm nl nl lmN R r Y    lmR r
  cosm

lP 

0rj j 

21 2 | |
2 sin nlm
ie im

r


 

 21 | |

sin nlm
em

r


 




im ime ime 


 




（2）轨道磁矩
   是绕 z 轴的环电流密度，所以通过截面 
d 的电流元为：

J

1 * *
2 sin nlm nlm nlm nlm
iej

r    
   

  
    



3.4 氢原子（续20）

79

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



Chapt.3  The Dynamical variable
             in  Quantum Mechanism

edI J ds j ds J rd dr     


由此求得一园周电流的磁矩
2 2 3 2sin sinz edM r dI r J d dr     

drdrem
nlm 


 22sin





r sin 

dj

x

z

y
o r

z
 d

r
dr

d

 
r

nlmz drdremM
0 0

22 sin






则总磁矩（沿z轴方向）是：

  
r

nlm ddrdrem
0 0

2

0

22 sin
2

 





2
em


波函数已归一

3.4 氢原子（续21）
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关于磁矩几点讨论：

2z B
emM m

C



   



TJ
m
e

e
B /10274.9

2
24

玻尔磁子

① 由上式可以看出，磁
矩与  有关，这就是把  
称为磁量子数的原由。

m m

② 对s态，    ，磁矩
     ，这是由于电流为
零的缘故。

 0l 
0zM 

③ 由上面的磁矩表达式
2

z z

z

M Me
m C L

 


     是轨道角动量的  分量。上式比值称为回转
磁比值（轨道回转磁比），或称为 g 因子。取
(e/2μC) 为单位，则 g = -1。记

m z

称为轨道角动量磁矩L
C

eML


2

记

3.4 氢原子（续22）
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本征函数的正交性

属于厄米算符  的不同本征值的本征函数相互正交。F̂

* 0
1n m nm

n m
d

n m
  


 




当

当

Prove:

3.5 厄密算符本征函数的正交性

解得

ˆ

ˆ
n n n

m m m

F F

F F

 

 

 



本征值方程

* * * * *

* * * * *

ˆ

ˆ
n n n n n

m m m m m

F F F

F F F

  

  

  


 

 FF ˆ 力学量算符  的本征值方程：F̂

本征值：F1，F2，F3 ……组成本征值谱

本征函数：         ……组成本函数系3,2,1 

厄米算符的本
征值为实数

82

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



Chapt.3  The Dynamical variable
             in  Quantum Mechanism

由厄米算符的定义：  * ˆ ˆ
m n m nF d F d     


 

  0)( *  dFF mnnm
* *

n m n m n mF d F d      
m n 时当

m nF F * 0n md  有

m n当 时
m nF F 有

* 1n md   
正交性

归 一

可见函数系      构成一正交归一函数系。 { }n

（1）线性谐振子能量算符  的本征函数 Ĥ

( ) ( )m n mnx x dx  
 




Ex

3.5 厄密算符本征函数的正交性（续１）

构成正交归一系

2 21
2 ( 1, 2, 3, )( )

x
n n n nN e H x


 


 
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mmmm d   
2

0

* )()(

（2）角动量分量算符   的本征函数ˆ
zL

( 0, 1, 2, )
1( )
2

i m
m me  


    构成正交归

一函数系

（3）角动量平方算符  的本征函数 2L̂

   
 


0

*2

0
sin),(),( llmllm ddYY

（4）氢原子能量算符  的本征函数Ĥ

3.5 厄密算符本征函数的正交性（续２）

 imm
llmlm ePNY  )(cos),( 构成正交归

一函数系
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  


 
0 0

2

0

2* sin



x

nnlmnnlm ddrdr

综合上述三式，可合写成

  


 
0 0

2

0

* 
 mmllnnmlnnlm d 正交归一条件

( , , ) ( ) ( , )nlm nl lmr R r Y     组成正交归一函数系

    （1）以上的讨论假定了本征值为分立谱。若本
征值为连续谱，本征函数的正交归一性应写成

  )(*   d

注 意

例如动量算符的本征函数的正交归一条件为

3.5 厄密算符本征函数的正交性（续３）
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  )()()(* PPdrr PP


 

1 2, , , , ,n n ni nf    

（2）前面的讨论假定本征值所属的本征函数均
不相等，若  的本征值   是  度简并的，则属于
 的本征函数有  个：

F̂
n

fn
f

ni nj ijd C   且

        此意谓着:一般情况下这f 个函数不正交，但可
由它们重新进行线性组合





f

i
nijinj A

1

 ( 1,2, , )j f 





f

i
njnnijin

f

i
nijinj FAFFAF

11

ˆˆ 

3.5 厄密算符本征函数的正交性（续４）

   仍是  属于本征值  的本征函数nj
nFF̂
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' ' '
1 1

f f

nj nj ji j i ni ni
i i

d A A d     
 

 

' ' ' '
1 1

f f

nj nj ji ii j i jj
i i

d A C A   
 

  正交归一化条件

   此共有                  个确定的   关系式，

但   的个数           ，故可以有许多种方法选

择   ，使函数   满足上述正交归一化条件式。 

 2 2 ( 1) 2f f f f f   

jiA
jiA

2 ( 1) 2f f f 

n jjiA

综合上述讨论可作如下结论：厄密算符的本征
函数总可取为正交归一化的，并可构成正交归
一完备函数系。

3.5 厄密算符本征函数的正交性（续５）
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             in  Quantum Mechanism3.6 算符与力学量的关系

1．力学量测量值与力学量算符本征值的关系

设  为力学量算符F̂
本征值：                 （本征值谱) ,,, 21 n
本征函数：             （正交归一完全函数系）   ,,, 21 n

ˆ
n n nF  

 当体系处于  的本征态   时，
  表示的力学量有确定值，该值
就是  在  态中的本征值   ，
即

nF̂

n
nF 

F̂
nF̂

（1）
n

nnC 将  写成

    当体系不是处于  的本征态，而是处于任一个态
  ，这时与它所表示的力学量之间的关系如何？

F̂

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 1**  dCC nmn
m n

m

2| | 1n
n

C  （3）

1*  mnn
m n

mCC 

 1*  d
为讨论该问题，
将（1）代入归
一化条件：

  dC nn
*

（2）系数     有何意义？nC

若  就是  的本征态   ,则由（1）知     ，其余系
数
 F̂ i 1iC

 0nC n i 

按（3）式知      具有几率的意义，在这种情况下，
测量力学量  必定得      的结果。

1|| 2iC
F iF 

3.6 算符与力学量的关系（续１）
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由这个特例和（3）式看到    具有几率的意义，它
表示在  态中测量力学量  得到结果是   本征值的
几率，故  常称为几率幅，（3）式表明总几率为1。nC

2|| nC
 F n

基
本
假
设 

        量子力学中表示力学量的算符都是厄米算
符，它们的本征函数组成完全系。当体系处于
波函数  所描写的状态时，测量力学量  所得
的数值，必定是算符   的本征值之一，测得
值为其本征值   的几率是

F̂
n 2| |nC

 F

  ① 此假设
的正确性，
由该理论与
实验结果符
合而得到验
证。   

  ② 据此假定，在一般状态中
力学量一般没有确定的数值，
而是具有一系列的可能值，这
些可能值就是表示这个力学量
的算符的本征值，每个可能值
都以确定的几率被测得。 

注
意

3.6 算符与力学量的关系（续２）
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
n

nnC 

 ,,,, 21 nF̂ 的本征值：

 ,,,, 21 n本征函数：

  mnnm d  *
正交归一条件

  1*  d设  为任一波函数，且

* * *ˆ ˆ
m n m n

m n
F F d C C F d       

 
m n n

nnmnnnm CCC  2* ||

3.6 算符与力学量的关系（续３）

2．力学量平均值与力学量算符本征值间的关系
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注意

* 2ˆ | |n n
n

F F d C    即

① 若  不是归一化的波函数，则





 

n
n

n
nn

C

C

d

dF
F 2

2

*

*

||

||ˆ 





② 若   的本征值既有分立谱,也有连续谱F̂

  dCC n
n

n   )(
*

n nC d   
*C d    1|||| 22    dCC

n
n

3.6 算符与力学量的关系（续４）
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    dCCF n
n

n
22

           求在能量本征态                   下，动

量和动能的平均值

2( ) sin( )n
n xx

L L
 EX１

* *

0 0

2
0

2
0

ˆ( ) ( ) ( ) ( )

2 sin( )cos( )

2sin 0

L L

n n n n

L

L

dP x P x dx i x x dx
dx

n n x n xi dx
L L L

i n n x dx
L L

   

  

 

 



 

 











Solve

3.6 算符与力学量的关系（续５）
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2 2 2 2
* *

2
0 0

2 2 2 2
2 2

2
0

ˆ
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

( ) sin ( )
2

L L

n n n n

L

p P dx x dx x x dx
dx

n n x ndx
L L L L

   
  

  
 

  

 

 





 

在能量本征态下测量到的动能平均值等于该态所对应
的能量本征值

求氢原子处于基态时电子动量的几率分布EX２

Solve: 0

3
0

100
1 a

r

e
a






基态波函数：

动量算符的本征函数： 
        

rpi

p er


   23)2()( 

3.6 算符与力学量的关系（续６）
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pdrCr pp


 3
100 )()(  




 

ddrdree
a

pri
a
r

sin
)2(

1 2

0 0

cos2

02
3

0
2

0  




 



 drrC pp )()( 100
* 
其中

0

3
2 00

2 [ ]
(2 )

r i ipr prai re e e dr
p a

  
   



0

1
cos 2

3
2 0 10

2 cos
(2 )

r i prae e r drd
a






  



   



3.6 算符与力学量的关系（续７）
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 2222
0

2
3

0 )2(







pa

a



 4222
0

2

53
02 8

)(






pa

a
CpW p



        与动量值   的大小有关，与   的方向无关，

由此得到动量   的几率分布p
pC P p

3.6 算符与力学量的关系（续８）
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             in  Quantum Mechanism    3.7  算符对易关系、两力学量同时可测的条件、

           测不准关系

1．算符的对易关系

设  和  为两个算符F̂ Ĝ
若          ，ˆ ˆˆ ˆFG GF 则称  与  对易ĜF̂

若          ，FGGF ˆˆˆˆ  则称  与  不对易ĜF̂

引入对易子： FGGFGF ˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[ 

若           ，0]ˆ,ˆ[ GF   则  与  对易ĜF̂

若           ，0]ˆ,ˆ[ GF   则  与  不对易ĜF̂

（1）力学量算符的基本对易关系
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 
 
 

ˆ ˆ, 0

ˆ ˆ, 0

ˆˆ , 0

x y

y z

z x




 
 

ˆ ˆ[ , ] 0
ˆ ˆ[ , ] 0
ˆ ˆ[ , ] 0

x y

y z

z x

p p
p p
p p

 
 
 

[ , ] 0x x   , 1, 2, 3  

ˆ ˆ, 0p p    

 1 2 3, ,x x x y x z  

1 , 2 , 3ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )  x y zp p p p p p

, 1, 2, 3  

3.7 算符对易关系　两力学量同时可测的条件 　测不准关系（续１）

 

 

 
   
 

ˆ ˆˆ , , 0,

ˆ ˆ ˆ, , , 0

ˆ ˆˆ , , 0,

y zx

y x z

x yz

x p x px p i

y p i y p y p

z p z pz p i

     
     

    







ˆ,

( , 1, 2, 3)

x p i  

 

  



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证明对易关系式   
x
xUipxU x 




)(ˆ),( Ex

Prove 设       为任一可微函数 , ,f x y z

   ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, x x x x xU x P f UP PU f UP f PUf      

  ˆ, x
UU x P i
x

   


 
  

 
 

Uffi U i
x x

U Ui f i f
x x

       
 

特别地，当       代入上对易式，即证得 U x x ˆ, xx P i    

同理可证： ˆ, yy P i     ˆ, zz P i    

3.7 算符对易关系　两力学量同时可测的条件 　测不准关系（续２）

  
   

  
  f U fi U i f i U

x x x
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ˆ ˆ[ , ] 0A A 
ˆ ˆˆ ˆ[ , ] [ , ]A B B A 

]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆˆ,ˆ[ CABACBA 

]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆˆ[ CBCACBA 

]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆˆ,ˆ[ CABCBACBA 

]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆˆ[ CBABCACBA 
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ[ , [ , ]] [ , [ , ]] [ , [ , ]] 0  A B C B C A C A B

prove:

（2）对易恒等式

雅可比恒等式

双线性






ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆˆˆˆ ˆˆ BAC BACABC BCA  
]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[ CABCBA 

ˆ ˆˆ[ , ]A BC ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆABC BCA 

3.7 算符对易关系　两力学量同时可测的条件 　测不准关系（续３）
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ˆ ˆ ˆ[ , ]L L i L      

ˆ ˆ ˆL L i L 
  



ˆ ˆ ˆ[ , ]
ˆ ˆ ˆ[ , ]
ˆ ˆ ˆ[ , ]

x y z

y z x

z x y

L L i L

L L i L

L L i L


 


 







（3）角动量算符的对易关系

1
1

0

is an odd permutation of xyz
is an even permutation of xyz

otherwise









 

2

2

2

ˆ ˆ[ , ] 0
ˆ ˆ[ , ] 0
ˆ ˆ[ , ] 0

x

y

z

L L

L L

L L


 


 

2ˆ ˆ[ , ] 0L L 
, ,x y z 

3.7 算符对易关系　两力学量同时可测的条件 　测不准关系（续４）
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]ˆ,ˆˆ[]ˆ,ˆ[ yyzyx LpzpyLL 

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ[ , ] [ , ] [ , ] [ , ]z y y z y y y yy p L y L p z p L z L p   

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ[ , ] [ , ]z x z x z yy p zp xp z zp xp p   

ˆ ˆ ˆ[ , ]ˆ [ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] [ , ], ]z z xz x y z yp xp zy p zp y p z xp p pz   

ˆ ˆ[ , ] [ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] [] , ],zz xx z y z yp p zy p z p yz p p x zx p p   

ˆ ˆx yi yp i xp   

zLi ˆ

Prove:

ˆ[ , ] 0yy L 

ˆˆ[ , ] 0y yp L 

等于零

ˆ ˆ( )y xi xp yp 
  等于零

3.7 算符对易关系　两力学量同时可测的条件 　测不准关系（续５）
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定 理

prove:

2．力学量同时有确定值的条件

3.7 算符对易关系　两力学量同时可测的条件 　测不准关系（续6）

设    是  和  的共同本征函数完全系，则 n F̂ Ĝ
ˆˆ ,n n n n n nF G      

   ˆ ˆˆ ˆ 0n n n n n nFG GF         

设  是任一状态波函数，
1

n n
n

a 



   ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ 0     n n

n

FG GF a FG GF

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ , 0FG GF F G     

 若算符  和  具有共同的本征函数完全
系，则  和  必对易。

F̂ Ĝ
ĜF̂
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逆 定 理

prove: 设    是  的本征函数完全系，则 n F̂

若算符  与  对易，则F̂ Ĝ ˆ ˆˆ ˆFG GF

ˆ
n n nF   （1）

ˆ ˆ ˆˆ ˆ
n n n nFG GF G     （2）

  为简单起见，先考虑非简并情况。由（1）、（2）
式知，  和    都是  属于本征值  的本征函数，它
们最多相差一个常数因子  ，即

n ˆ
nG F̂ n

n
ˆ

n n nG  
   可见， 也是  的本征方程的解。因此，   是
   的本征函数完全系

n Ĝ  n
Ĝ

若算符  与  对易，则它们具有共同的本
征函数完全系

F̂ Ĝ

3.7 算符对易关系　两力学量同时可测的条件 　测不准关系（续7）
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★ 若两个力学量算符彼此不对易，则一般说来这两
个算符表示的两个力学量不能同时具有确定性，或
者说不能同时测定。 

★ 两个算符有共同本征函数系的充要条件是这两个
算符彼此对易；在两个力学量算符的共同本征函数
所描写的状态中，这两个算符所表示的力学量同时
有确定值。或者说两个力学量算符所表示的力学量
同时有确定值的条件是这两个力学量算符相互对易。

注

3.7 算符对易关系　两力学量同时可测的条件 　测不准关系（续8）

★ 为简单起见，以上定理和逆定理的证明是在非简
并情况下证明的；在简并的情况下，结论仍成立
（这里就不再证明了）
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Ex.2  角动量算符   和   对易，即             
因此它们有共同的本征函数完备系          。

0]ˆ,ˆ[ 2 LLz

{ ( , ) }l mY  

ˆ
zL2L̂

2 2( 1) zL l l L m   ，

3.7 算符对易关系　两力学量同时可测的条件 　测不准关系（续9）

( )p r 


同时有确定值。, ,x y zp p p在      描述的状态中，

在       描述的状态中， ,lmY        和   可同时有确定值:2L zL

　Ex.1　动量算符        彼此对易，它们有共同的
本征函数完备系 

ˆ ˆ ˆ, ,x y zp p p

rpi

p er


   23)2()( 
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Ex.5          彼此不对易，故         一般不
可能同时有确定值。

zyx LLL ˆ,ˆ,ˆ
zyx LLL ,,

  Ex.4 坐标算符与动量算符不对易            ，
故      一般不可同时具有确定值。 

iPx x ],[

xPx ,

3.7 算符对易关系　两力学量同时可测的条件 　测不准关系（续10）

4
2 2

2 2
,

( 1) ,
2

s
n z

eE L l l L m
n


     


   Ex.3  氢原子的算符        彼此对易：2ˆ ˆ
ẑH L L、 、

0]ˆ,ˆ[ 2 LH 0]ˆ,ˆ[ zLH 0]ˆ,ˆ[ 2 zLL
它们有共同的本征函数完备系  { ( , , ) }nlm r  

故         可同时有确定值:
zLLH ,, 2在         状态中， , ,nlm r  
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（1）定义：为完全确定状态所需要的一组两两对易的
力学量算符的最小（数目）集合称为力学量完全集。

三维空间中自由粒子，完全确
定其状态需要三个两两对易的
力学量：

.ˆ,ˆ,ˆ zyx ppp

Ex.2 氢原子，完全确定其状态也需
要三个两两对易的力学量： .ˆ,ˆ,ˆ 2

zLLH

一维谐振子，只需要一个力学
量就可完全确定其状态：

Ĥ
（2）力学量完全集中力学量的数目一般与体系自由度
数相同。
（3）由力学量完全集所确定的本征函数系，构成该体
系态空间的一组完备的本征函数，即体系的任何状态
均可用它展开。

3.力学量完全集合

Ex.3

Ex.1

3.7 算符对易关系　两力学量同时可测的条件 　测不准关系（续11）
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4．测不准关系

3.7 算符对易关系　两力学量同时可测的条件 　测不准关系（续１2 ）

● 测不准关系的严格推导 
● 坐标和动量的测不准关系 
● 角动量的测不准关系

引言 由前面讨论表明，两对易力学量算符则同
时有确定值；不对易两力学量算符，一般
来说，不存在共同本征函数，不同时具有
确定值。

问 题 两个不对易算符所对应的力学量在某一状
态中究竟不确定到什么程度？即不确定度
是多少？

不确定度： 测量值 Fn 与平均值 < F > 的偏差的
大小。
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GGGFFF  ˆˆ,ˆˆ 
)ˆ)(ˆ()ˆ)(ˆ(ˆˆˆˆ FFGGGGFFFGGF  

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )FG FG FG FG GF GF GF GF       
kiFGGF ˆˆˆˆˆ 

   设  和  的对易关系为ĜF̂ kiGF ˆ]ˆ,ˆ[  kiFGGF ˆˆˆˆˆ 

考虑积分：
2ˆˆ( ) ( )I F i G d      

   dGiFGiF ]ˆˆ][)ˆ()ˆ[( **

 dFGGFidFF   ]ˆ)()ˆ()ˆ[()ˆ()ˆ( ***2

 dGG )ˆ()ˆ(
*

 （再利用力学量算符的厄米性）

● 测不准关系的严格推导 
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0)ˆ()ˆ( 222  GkF 

由代数中二次定理知，这个不等式成立的条件
是系数必须满足下列关系： 

4
)ˆ()ˆ(

2
22 kGF   （称为测不准关系）

   如果  不等于零，则  和  的均方偏差不会同时为
零，它们的乘积要大于一正数，这意味着  和  不能
同时测定。

k F̂ Ĝ
F G

2 22 * * *ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) [ ] ( )F d i F G G F d G d                    

3.7 算符对易关系　两力学量同时可测的条件 　测不准关系（续１3）
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  由测不准关系              看出：若两个力学量
算符   和   不对易，则一般说来    与    不能同
时为零，即   和   不能同时测定（但注意         
的特殊态可能是例外），或者说它们不能有共同本征
态。反之，若两个厄米算符   和   对易，则可以找
出这样的态，使        和       同时满足，即可
以找出它们的共同本征态。 

2 2 2( ) ( ) 4F G k  

F̂

Ĝ F G
[ , ] 0F G 

F̂

Ĝ
0F  0G 

F̂ Ĝ

ˆ xx p i    
4

)ˆ()(
2

22 
xpx 故有

● 坐标和动量的测不准关系 

2 2) )
2xx p   


（ （或写成
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2


xpx 简记为

  表明：    和   不能同时为零，坐标  的均方差越
小，则与它共轭的动量   的均方偏差越大，亦就是说，
坐标愈测量准，动量就愈测不准。

xxp
xP

x

3.7 算符对易关系　两力学量同时可测的条件 　测不准关系（续１4）

● 角动量的测不准关系

22
22

4
))ˆ]ˆˆ[ zyxzyx LLLLiLL   （（，

2
2 2 2 2 41) ) ( )

4 4x yL L m m    
  （ （

当粒子处在   的本征态时ˆ
zL
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测不准关系的应用

   Ex. 1 利用测不准关系估算线性谐振子的零点能 0E

Solve： 谐振子的能量   





 

2
1nEn 

2
2

2( ) ( )
x

n n nx N e H x


 



22

2

2
1

2
ˆˆ xpH 



平均能量： 
222

2
1

2
1 xpHE 








 dxxPxP nn )(ˆ)(*  




 dxx

dx
dxi nn )()( 
















 dxxx
dx
dixxi nnnn )()()()(  

3.7 算符对易关系　两力学量同时可测的条件 　测不准关系（续１5）
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



 0)(2 dxxxx n

 2 2 2

2 2 2

2
2 2

ˆ( )

( ) ( )

( ) ( )
4

P P P P

x x x x

P x


    


    


  




2
2 2

4
P x 



2
2 2 2 2 2

2

1 1 1
2 2 28

E H p x x
x

 
 

    


0P ˆ ( )n np x dx P 
 


   

3.7 算符对易关系　两力学量同时可测的条件 　测不准关系（续16)
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2
2 2

2

2

1
28

0

E x
x

dE
dx





  



 



min 0
1
2

E E 

   故所谓零点能即为测不准关系要求的最小能量，
零点能在旧量子理论是没有的。

2

2
x






（零点能）

3.7 算符对易关系　两力学量同时可测的条件 　测不准关系（续17）
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Prove:
22

22

4
))ˆ]ˆˆ[ xzyxzy LLLLiLL   （（，

则测不准关系：

2222
2

4
0

4
0) xxy LLL 

（

平均值的平方
为非负数

欲保证不等式成立，必有： 0xL

同 理 0yL

由于在  本征态   中，测量力学量  有确定值，
所以   均方偏差必为零，即

zLlmYˆ
zL

zL

Ex.2 利用测不准关系证明，在  本征态   下，ˆ
zL lmY

0xL 0yL
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（1）若两个厄米算符有共同本征态，它们是否就彼
此对易。
（2）若两个厄米算符不对易，是否一定就没有共同
本征态。
（3）若两个厄米算符对易，是否在所有态下它们都
同时具有确定值。
（4）若      =常数，  和  能否有共同本征态。
（5）角动量分量  和  能否有共同本征态。
（6）利用测不准关系理解势垒贯穿中在势垒内部粒
子动能为负值的问题

]ˆ,ˆ[ BA Â B̂
yL̂ˆ

xL

2

( ) ( , 0 )
2
pE U x E U x a


    

思 考 题

3.7 算符对易关系　两力学量同时可测的条件 　测不准关系（续１8)
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此式表明力学量平均值随时间变化有两方面的原因:

体系所处的状态      随时间而变化
力学量算符  是时间的显函数，使  随时间变化F̂ F̂

),( tx

 * ˆ( , ) , ( , )F x t F x t x t dx  

*
* *

ˆˆ ˆd F FF d x d x F d x
dt t t t

      
  

     （1）

3.8 力学量随时间的变化  守恒律

1、力学量平均值随时间的变化

 H
it

ˆ1




 *

*

)ˆ(1  H
it 





由薛定格方程有              

代入（1），则有 119
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           


  
  

  
 

*
� 1 1 �dF F
d FH d H F d

dt t i i

因  是厄米算符 Ĥ

3.8  力学量随时间的变化   守恒律（续１）

* *
ˆ 1 ˆ ˆ ˆ ˆ( )dF F dx FH HF dx

dt t i
   

   
 

利用对易子记号      ]ˆ,ˆ[ˆˆˆˆ HFFHHF 

)ˆˆˆˆ(1 FHHF
it

F
dt
Fd








（2）

]ˆ,ˆ[1 HF
it

F
dt
Fd







则

        
  

   
H F d HF d
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结论:力学量  的平均值  不随时间而变化,则称       
为运动积分，或  在运动中守恒。

F̂ F F
F̂

2、运动积分——力学量守恒的条件

若力学量算符  不显含时间t,且与哈米顿算符  对易F̂ Ĥ

0dF
dt

则有 F 常量

0ˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[  FHHFHF即            ，0
ˆ





t
F

3.8  力学量随时间的变化   守恒律（续2）

Ex1.  自由粒子的动量                                   ˆ
0P

t





P̂ i  不显含时间
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又 2ˆ
2
1ˆˆ P
m

TH  21ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] [ , ] 0
2

 P H P P
m

0dP
dt

故   守恒P̂

3.8  力学量随时间的变化   守恒律（续3）

哈米顿算符可表示为：  

   在球坐标系中算符           等只是      的函
数，与时间（r,t）无关，对时间偏微商为0。 

2̂,ˆ,ˆ,ˆ LLLL zyx ( , ) 

Ex2.  粒子在辏力场中运动的角动量

自由粒子的动量是运动积分——动量守恒
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2
2 2

2 2

1ˆ ˆ ( )
2 2

H r L U r
mr r r mr

  
      



 　角动量各分量算符及角动量平方算符均与哈米
顿算符对易

角动量各分量算符及角动量平方算符均为守恒量。
       角动量守恒定律！



3.8  力学量随时间的变化   守恒律（续4）

Ex3.  哈米顿算符不显含时间的体系的能量

0
ˆ





t
H当  不显含t时，Ĥ 0]ˆ,ˆ[ HH 又

0dH
dt

 即：能量守恒定律！
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),(),(ˆ trtrI  
 空间反演算符也称为宇称算符

),(ˆ),(),(ˆ)],(ˆ[̂ 2 trItrtrItrII   

3、哈米顿算符对空间反演时的不变宇称

空间反演：

( , )r t  ( , )r t 

空间反演算符 Î

 2 1I 

反演算符  的本征值Î

本征值 1I  

3.8  力学量随时间的变化   守恒律（续5）

r r 

124

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



Chapt.3  The Dynamical variable
             in  Quantum Mechanism

    具有偶宇称或奇宇称的波函数称为具有确定的宇
称。宇称是运动空间对称性的描述。

宇称守恒律：

若体系的哈米顿算符具有空间反演不变性

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )IH r t H r t H r t  即

则  为运动积分，即宇称守恒Î

3.8  力学量随时间的变化   守恒律（续6）

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )IH r r t H r r t H r I r t         Prove：

ˆ ( , ) ( , )I r t r t  

ˆ ( , ) ( , )I r t r t   
(偶宇称)

(奇宇称)

1
1

I



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 故                                                    0ˆ,ˆ1ˆˆ





 HI
it

I
dt
Id



   宇称守恒表示体系的哈米顿算符和宇称算符具有共
同本征函数, 因而体系能量本征函数可以有确定的宇
称，而且不随时间变化。  衰变宇称不守恒！ 

3.8  力学量随时间的变化   守恒律（续7）

因此,　为运动积分，亦即宇称守恒Î

IHHI ˆˆˆˆ  0]ˆ,ˆ[ HI
ˆ

0I
t





又  不显含t，Î
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一、力学量与算符

 1．厄米算符的定义

 2．力学量与厄米算符的关系

    力学量用厄米算符表示，表示力学量的厄米

算符有组成完全系的本征函数系（假设）

 3．厄米算符的性质

       厄米算符的本征值是实数，属于不同本征

值的本征函数正交

 4．力学量算符的构成（对应原则）（假设）

 5．力学量的平均值

      [注] 2和4合起来作为一个假设 

第三章  复   习
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二、力学量的测量值与力学量算符关系：

    假设力学量算符的本征值是力学量的可测量

值。将体系的状态波函数用算符  的本征函数系

   　展开

则在  态中测量力学量  得到结果为   的几率

是    ，得到结果在         范围内的几率是
 n

2
nC  d~

2C d 

F

F̂
 n  

n
nn dcc 

三、力学量算符之间的关系
    1．不同力学量同时可测定的条件——力学量
算符彼此对易。一体系的所有可彼此对易的力学
量算符构成一个完全集。
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四、力学量算符的本征值问题

   1．动量算符的本征值问题

   2．  ，  的本征值问题

   3．中心力场问题

      氢原子问题

五、力学量守恒

2L̂zL̂

第三章  复习

 　2．测不准关系
　3．算符的对易关系
   　（1）基本对易关系
   　（2）角动量算符的对易关系

129

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



Chapt.3  The Dynamical variable
             in  Quantum Mechanism

例1：已知空间转子处于如下状态

),(
3
2),(

3
1

2111  YY 

试问： （1）Ψ是否是 L2 的本征态？ 
（2）Ψ是否是 Lz 的本征态？ 
（3）求 L2 的平均值； 

（4）在 Ψ 态中分别测量 L2 和 Lz 时得到的可能值及
其相应的几率。

解： 





  ),(

3
2),(

3
1ˆˆ)1( 2111

22  YYLL

   21
2

11
2 )12(2

3
2)11(1

3
1 YY  







  2111

2 2
3
12 YY

 Ψ没有确定的 L2 的本征值，故Ψ不是 L2 的本征态。
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





  ),(

3
2),(

3
1ˆˆ)2( 2111  YYLL zz

2111 3
2

3
1 YY  







  2111 3

2
3
1 YY

Ψ是 Lz 的本征态，本征值为 。

（3）求 L2 的平均值

方法 I ）已归一化（ dxxFxF )(ˆ)(*

验证归一化：   dc  *21 





 






   dYYYYc 21112111

2

3
2

3
1*

3
2

3
1







   dYYYYYYYYc 1121211121211111

2 *
9
2*

9
2*

9
4*

9
1

22

9
5

9
4

9
1 cc 






 

5
3

c
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归一化波函数







  2111 3

2
3
1 YYc

  dLL 2*2 ˆ       dYYLYY 2111
2

2111 2
5

1ˆ*2
5

1

      dYYYY 21
2

11
2

2111 262*2
5
1      dYY 2

21
22

11
2 242

5
1 

222

5
26]242[

5
1  

方法 II  2111 2
5

1 YY  nn
n

cF 2||利用

22
2

2
2

2

5
266

5
22

5
1  L

 21112111 2
5

1
3
2

3
1

5
3 YYYY 






 










5
4

5
1

2

2
2

6
2

相应几率


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Chapt.3  The Dynamical variable
             in  Quantum Mechanism

例2：（《周》）3.6 设t=0 时，粒子的状态为 

(x) = A [ sin2kx + (1/2)coskx ]
求粒子的平均动量和平均动能。

}2{ 22
4

ikxikxikxikxA eeee  

解： )}(])[{()( 2
12

2
1 ikxikxikxikx
i eeeeAx  

可写成单
色平面波
的叠加
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)()({)(

543

21

543

212
1

xpixpixpi

xpixpi

epcepcepc

epcepcx













比较二式，
因单色平面
波动量有确
定值：

kpkpkpkpp



54321 220

或：  kpkpkpkpp  54321 220
133

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



Chapt.3  The Dynamical variable
             in  Quantum Mechanism

从而得：
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归一化后。|c(pi)|2 表示粒子具有
动量为 pi 的几率，于是就可以计算
动量和动能的平均值了。


1

A
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（1）动量平均值
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（2）动能平均值
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