
一、简答题 

1. 束缚态、非束缚态及相应能级的特点。 

答：束缚态：粒子在一定范围内运动， ∞→r 时， 0→ψ 。能级分立。 

      非束缚态：粒子的运动范围没有限制， ∞→r 时，ψ 不趋于 0。能级分立。 

2. 简并、简并度。 

答：量子力学中，把处于不同状态、具有相同能量、对应同一能级的现象称为简并。把对应于同一能级

的不同状态数称为简并度。 

3. 用球坐标表示，粒子波函数表为 ( )ϕθψ ,,r  ，写出粒子在立体角 Ωd 中被测到的几率。 

解： ( )∫
∞

Ω=
0

22,, drrrdP ϕθψ  

4. 用球坐标表示，粒子波函数表为 ( )ϕθψ ,,r  ，写出粒子在球壳 ( )drrr +, 中被测到的几率。 

解： ( ) ϕϕθψθθ
ππ

drddrrP ∫∫=
2

0

2

0

2 ,,sin  

5. 用球坐标表示，粒子波函数表为 ( )ϕθψ ,,r 。写出粒子在 ),( ϕθ 方向的立体角 中且半径在

范围内被测到的几率。 

Ωd

ar <<0

解： ( )∫Ω=
a

drrrdP
0

22,, ϕθψ  

6. 一粒子的波函数为 ( ) ( )zyxr ,,ψψ = ，写出粒子位于 dxxx +~ 间的几率。 

解： ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

= 2,, zyxdzdydxP ψ  

7. 写出一维谐振子的归一化波函数和能级表达式。 

解：
!2

,)()( 2/22

n
AxHeAx

nnn
x

nn
⋅

== −

π
ααψ α

 

    ,2,1,0,
2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += nnEn ω  

8. 写出三维无限深势阱 

                
⎩
⎨
⎧
∞

<<<<<<
=

其余区域,
0,0,0,0

),,(
czbyax

zyxV
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中粒子的能级和波函数。 

解：能量本征值和本征波函数为 

       ⎟
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9. 粒子在一维δ 势阱        )0()()( >−= γδγ xxV   

中运动，波函数为 )(xψ ，写出 )(xψ ′ 的跃变条件。 

解：         )0(2)0()0( 2 ψγψψ m
−=′−′ −+  

10. 何谓几率流密度？写出几率流密度 ）（ trj ,  的表达式。 

解：单位时间内通过与粒子前进方向垂直的单位面积的几率称为几率流密度。 

           ( )**

2
),( ψψψψ ∇−∇−=

m
itrj   

11. 写出在 zσ 表象中的泡利矩阵。 

解：  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
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⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
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,
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0
,
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10

zyx i
i

σσσ

12. 电子自旋假设的两个要点。 

解：（1）电子具有自旋角动量 ，它在空间任意方向的投影只有两个取值：s 2± ； 

   （2）电子具有自旋磁矩M ，它的回转磁比值为轨道回转磁比值的 2倍，即 

           

1
2

2
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轨道角动量

轨道磁矩

为单位取
自旋

内禀磁矩

 

13. 量子力学中，一个力学量Q守恒的条件是什么？用式子表示。 

解：有两个条件： 0],[,0 ==
∂
∂ HQ

t
Q

。 

14.  的共同本征函数是什么？相应的本征值又分别是什么？ ）（ zLL ,2
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解： ( )zLL ,2
的共同本征函数是球谐函数 ),( ϕθlmY 。 

),(),(,),()1(),( 22 ϕθϕθϕθϕθ lmlmzlmlm YmYLYllYL =+=  

15. 写出电子自旋 的二本征态和本征值。 zs

解： ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
===

0
1

)(,
2 21 zz ss χα ； ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==−= − 1

0
)(,

2 21 zz ss χβ 。 

16. 解： 

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] xzyzxyz

zyzxzy

pipLiLL

xiLyLiLLipzpx

=−==

=−===

,2,0,

,,,0,

2 σσσ

 

17. 完全描述电子运动的旋量波函数为 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
)2/,(

)2/,(
),(

r
r

sr z ψ
ψ

ψ ，                       

准确叙述 
2)2/,(rψ 及 

23 )2/,(∫ −rrd ψ 分别表示什么样的物理意义。 

解： ( ) 22/,rψ 表示电子自旋向上（ 2=zs ）、位置在 r 处的几率密度； 

      ( ) 23 2/,∫ −rrd ψ 表示电子自旋向下（ 2−=zs ）的几率。 

18. 二电子体系中，总自旋 21 ssS +=  ，写出（ ）的归一化本征态（即自旋单态与三重态）。 zSS ,2

解：（ ）的归一化本征态记为
2 , zS S

SSMχ ，则 

自旋单态为        [ ]00
1 (1) (2) (1) (2)
2

χ α β β α= −  

自旋三重态为      [ ]
11

10

1 1

(1) (2)
1 (1) (2) (1) (2)
2
(1) (2)

χ α α

χ α β β α

χ β β−

=⎧
⎪⎪ = +⎨
⎪
⎪ =⎩

 

  19. 何谓正常塞曼效应？何谓反常塞曼效应？何谓斯塔克效应？ 

解：在强磁场中，原子发出的每条光谱线都分裂为三条的现象称为正常塞曼效应。在弱磁场中，原子发

出的每条光谱线都分裂为 条（偶数）的现象称为反常塞曼效应。原子置于外电场中，它发出的光

谱线会发生分裂的现象称为斯塔克效应。 

)12( +j

  20. 给出一维谐振子升、降算符 的对易关系式；粒子数算符 与 的关系；哈密顿量aa 、+ N aa 、+ H 用 N
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或 表示的式子； （亦即aa 、+ N H ）的归一化本征态。 

解： 

0)(
!

1
2
1

2
1,,1],[

na
n

n

NaaHaaNaa
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+++

=
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  21. 二粒子体系，仅限于角动量涉及的自由度，有哪两种表象？它们的力学量完全集分别是什么？两种

表象中各力学量共同的本征态及对应的本征值又是什么？ 

  22. 使用定态微扰论时，对哈密顿量 H 有什么样的要求？ 

  23. 写出非简并态微扰论的波函数（一级近似）和能量（二级近似）计算公式。 

  24. 何谓光的吸收？何谓光的受激辐射？何谓光的自发辐射？ 

  25. 给出光学定理的表达式。光学定理的意义何在？ 

  26. 散射问题中，高能粒子散射和低能粒子散射分别宜采用什么方法处理？ 

解：高能粒子散射宜采用玻恩近似方法处理；低能粒子散射宜采用分波法处理。 

27. 对于阶梯形方势场 

⎩
⎨
⎧

>
<

=
axV
axV

xV
,
,

)(
2

1
 ， 

如果（ ）有限，则定态波函数12 VV − )(xψ 连续否？其一阶导数 )(xψ ′ 连续否？  

解：定态波函数 )(xψ 连；其一阶导数 )(xψ ′ 也连续。 

28. 量子力学中，体系的任意态 )(xψ 可用一组力学量完全集的共同本征态 )(xnψ 展开： 

∑=
n

nn xcx )()( ψψ ， 

写出展开式系数 的表达式。 nc

解：          。 ( ) dxxxxxc nnn ∫== )()()(,)( * ψψψψ

29. 一个电子运动的旋量波函数为 ( ) ( )
( )⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
2,

2,
,

r
r

sr z ψ
ψ

ψ ，写出表示电子自旋向上、位置在 r 处

的几率密度表达式，以及表示电子自旋向下的几率的表达式。 

解： ( ) 22/,rψ 表示电子自旋向上（ 2=zs ）、位置在 r 处的几率密度； 

      ( ) 23 2/,∫ −rrd ψ 表示电子自旋向下（ 2−=zs ）的几率。 
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30. 相互不对易的力学量是否一定没有共同的本征态？试举例加以说明。 

解：相互不对易的力学量可以有共同的本征态。例如： , ,x y zL L L 相互不对易，但 00
1( , )
4

Yψ θ ϕ
π

= =

就是它们的共同本征态，本征值皆为 0。 

 

二、计算证明题 

1. 计算下列对易式： 

(1) ?, =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
xd

dx            （2） ?, 2 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
x

xd
d

 

解：(1)-1     （2） 。 x2

2. 一维运动中，哈密顿量 )(
2

2

xV
m

pH += ，求 [ ] [ ] ?,?, == HpHx   

解：    [ ]
dx
d

m
Hx

2

, = ，    [ ] )(, xV
dx
diHp −= 。 

3. 计算：  ?)](,ˆ[?)](,ˆ[ 2 == xfpxfp xx

解：        
x
xfixfpx ∂

∂
−=

)()](,ˆ[  ，   xx p
x
xfi

x
xfxfp

∂
∂

−
∂

∂
−=

)(2)()](,ˆ[ 2

2
22  。 

4. 质量为 的粒子处于能量为m E 的本征态，波函数为
22

2
1

)(
x

Axex
α

ψ
−

= ，问粒子在什么样的位势中运

动？ 

解： 
)(
)(

2
)(

2

x
x

m
ExV

ψ
ψ ′′
⋅+=  ( )224

2

3−
2

+= αα x
m

E  

5. 一电子局限在 10-14米的区域中运动。已知电子质量 =m 9.11×10-31千克，试计算该电子的基态能量（提

示：可按长、宽、高均为 10-14米的三维无限深势阱计算）。 

解： J
am

E 8
2

22

111 108.13
2

−×=⋅=
π

。 

6．设粒子处于一维无限深势阱 

                ( )
⎩
⎨
⎧

><∞

<<
=

axx
ax

xV
或0,

0,0

中，求处于定态 ( )xnψ 中的粒子位置 x 的平均值。 
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解：   
2
ax =  。 

7. 一个谐振子处于基态： ,),( 2/
2/1

22 tixetx ωα

π
αψ −−= 求势能 22

2
1 xmV ω= 的平均值及动能

mpT 22= 的平均值。 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=∫

+∞

∞−

− πdxe x2

 积分公式：  

解：         ωω
4
1,

4
1

== TV 。 

8. 质量为 的粒子处于长为 l的一维盒子中， m

               
⎩
⎨
⎧

<<
><∞

=
lx

lxx
V

0,0
,0,

在 时,粒子波函数为 0=t

=ψ
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

><

<<−

lxx

lxxlx
l

,0,0

0),(30
5     

求 ( )tψ 的级数表达式和级数系数表示式。 

解:     
( )

,2,1,0
12
158

33 =
+

= k
k

ak π
                              

222 21+2−
33

∞

0=

⋅
1+2

1+2
1

⋅
30

8= ∑ lmtki

k

ex
l

k
kl

tx ππ
π

ψ )()(sin
)(

),(  

9. 考虑如下一维波函数   

0/

0

)( xx
n

e
x
xAx −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=ψ                              

其中 为已知常数。 0xnA 、、

( ) 利用 S.eq 求位势 和能量a )(xV E 。对于它们，该波函数为一本征函数（已知当

）； 0)(, →∞→ xVx

( ) 该势与轨道角动量为 的氢原子态的径向势有何异同? b l

解:( )  a 2
0

2

2mx
E −=         ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

xx
n

x
nn

m
xV

0
2

2 2)1(
2

)(                               

( ) 氢原子有效径向势为 b
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2

22 )1(
2

)(
r
ll

mr
erV +

+−= ，  2

2
0

2 1−
2

+−=
x
nn

mx
mxn

xV )()(      

10. 一个质量为 的粒子在势 作用下作一维运动。假定它处在m )(xV
2 2

2
E

m
α

= 的能量本征态

2 2
1/ 42

2( ) xx e γαψ
π

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

（ ）求粒子的平均位置；   （b ）求粒子的平均动量； a

（c）求 ；            （ ）求粒子的动量在)(xV d dppp +→ 间的几率。 

解：( )a 0=x       (b ) 0=p        ( )               c 2 4 2( ) / 2V x x mα=

（ ）粒子的动量在 间的几率为 d dppp +→

2 2 2
1/ 2

2
2 2

1( ) ( ) pP p dp p dp e dpαϕ
α π

−⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

            

11.  一质量为 的粒子沿m x正方向以能量 E 向 0=x 处                   )(xV

的势阶运动。当 时，该势为 ；当 时，该势为0≤x 0 0>x E
4
3

。           →E

问在 处粒子被反射的的几率多大？                                   0=x 0V

解：反射系数          
9
1

== 2rR 。 

                                                      0       X 

12. 若粒子从右边入射，求如图所示一维阶梯势的                      )(xV

反射和透射系数。                                              E←  

                                                               0V

解: 

                                                                               

                                                                0      X 

4
0

2
0

4
21

22
2

2
1

4
21

2
21

2
21

2

21

212

)()(
)(
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)()(

VEE
V

kk
kk
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kkkk
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rR
−+

=
+
−

=
+

+−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

==

反射系数

 

透射系数          
4

0

2
0

)(
11

VEE
V

RT
−+

−=−=   
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13. 设力学量 A 不显含时间 t  ，证明在束缚定态下， 0=
td
Ad

 。 

14. 已知厄米算符 A 、B 互相反对易：{ } 0, =+= BAABBA ； b 是算符 B 的本征态： bbbB = ，

本征值 。求在态0≠b b 中，算符 A 的平均值。 

解： 0A b A b= = 。 

15. n 为 的本征态，本征值为 。求在 的本征态zL n zL n 下， 和 的平均值。 xL yL

解：         0== yx LL 。 

16. 证明：厄密算符的属于不同本征值的本征函数彼此正交。 

17. 在直角坐标系中，证明： 0],[ 2 =pL ，其中 L 为角动量算符， p 为动量算符。 

18. 定义径向动量算符 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+⋅=

r
rppr

r
pr

11
2
1

，证明： 

① 是厄密算符。 rp

② 还可表为rp ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
∂
∂

−=
rr

ipr
1 ，就此证明 [ ] ipr r =, 。 

19. 在一维势箱问题求解中，假定在箱内 0)( ≠= CxV （ 为常数），是否对其解产生影响？怎样影响？ C

解：          2

222

2ma
nEn
π

=′ ，
a

xn
a

xn
πψ sin2)( =  

即 不影响波函数，能级整体改变 ： 0)( ≠= CxV C

                  C
ma

nCEE nn +=+′= 2

222

2
π

 

20. 一质量为 的粒子在一维势箱m ax <<0 中运动，其量子态为 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

a
x

a
x

a
x ππψ 3sin

2
3sin

2
12)(  

① 该量子态是否为能量算符 H 的本征态？ 

② 对该系统进行能量测量，其可能的结果及其所对应的概率为何？ 

③ 处于该量子态粒子能量的平均值为多少？ 

解：①               )(
2
3)(

2
1)( 31 xxx ψψψ +=  

即粒子处在 )(1 xψ 和 )(3 xψ 的叠加态，该量子态不是能量算符 H 的本征态。 
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② 能量测量的可能值为 

               2

22

32

22

1 2
9,

2 a
E

a
E

μ
π

μ
π

==  

其出现的概率分别为 

                  
4
3

2
3,

4
1

2
1

22

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 

③ 能量测量的平均值为            2

22

2
7

a
E

μ
π

 

21. 对于氢原子基态,求电子处于经典禁区的几率(已知氢原子能级 2

2

22

4 1
⋅

2
−=

1
⋅

2
−=

na
e

n
eEn

μ
,基态

波函数 22−

21

3100 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ 1
= eae

a
ar μ

π
ψ , 为 半径, 势能Bohr

r
eV
2

−=  )。 

解： 。 2381.013 4 == −eP

22. 氢原子处于基态： are
a

x −=
3

1)(
π

ψ ,求： 

（1）势能 re2− 的平均值； 

（2）最可几半径。 

 解：（1）
a
e

V
2

−=  

      （2）最可几半径为 ar = 。 

23. 在 时刻，氢原子处于状态 0=t

            ( ) ( ) ( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++=Ψ rrrCr 321 2

1
3
1

2
10, ψψψ  

式中， ( )rnψ 为氢原子的第 n个能量本征态。计算 0=t 时能量取各值的概率与平均值，写出 时的波

函数。 

0>t

解： 能量取各值的概率为 

                ( ) ( )
8
3

31 == EWEW ；  ( )
4
1

2 =EW  

能量平均值为          ( ) eV52.6eV6.13
48
23

48
23

248
23

12

4

−=−==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= EeE μ
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当 时，波函数为 0>t

( ) ( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=Ψ tEirtEirtEirtr 332211 exp

8
3exp

2
1exp

8
3, ψψψ  

24. nm 和  为 的二本征态，本征值分别为 。证明： zL nm 和

（1）矩阵元 ( ) ( )
nmxnmy LL 和  之间的关系为 

( ) ( ) ( )
nmxnmy LnmLi −=   

（2）在 的任何本征态（比如zL n ）下，恒有 0== yx LL 。 

25. 在半径为 的硬钢球内，有一质量为 的粒子处于基态。现突然将这硬钢球扩展到原来半径的两倍，

求扩展后系统中粒子处在基态的几率是多少？ 

a m

公式          [ ])cos()cos(sinsin ββαβα +−−
2
1

= a  

解： 29
32
π

=P   

26. 一电子处于 ）（）（ ϕθψ ,22323 mm YrR=  态，测力学量 ，测值如何？ 测力学量 ，可能得哪

些测值？写出 在其自身表象中的矩阵表示。 

2L zL

zL

解：测力学量 ，测值为 。 
2L 26

测力学量 ，测值可能为zL 2,,0,,2 −− 。 

在 表象中， 自身的矩阵形式是对角矩阵，对角元为 的本征植： zL zL zL

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

=

20000
01000
00000
00010
00002

zL  

27. 在 zσ 表象中,求 yσ 的本征态。 

解：在 zσ 表象中， yσ 的两个本征态为 

,1=λ   ;
12

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛− i
    ,1−=λ   ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
12

1 i
 。 

28. 已知 L 、s 分别为电子的轨道角动量和自旋角动量， sLJ += 为电子的总角动量。( )z
2 JJL ,，2 的
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共同本征态为
jmjlφ 。证明

jmjlφ 是 的本征态，并就Ls ⋅ 21+= lj 和 21−= lj 两种情况分别求出其相

应的本征值。 

解：

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≠−=+−

+=
=⋅

)0(21,)1(
2

21,
2

2

2

lljl

ljl
Ls

j

j

j

mjl

mjl

mjl

φ

φ
φ  

29. 氢原子的波函数（ 0=t 时刻）为 

( ) ( ) ( ) ( )rrrr 211210100 3
3

3
1

2
10, ψψψψ ++=

 

求 t时刻的平均能量，t时刻氢原子具有能量 的几率，以及氢原子相应角动量在2E Z 方向投影为零的几率。

其中 ( )rnlmψ 为定态空间波函数。 

解: t时刻波函数为 

            
( ) ( ) ( ) ( ) tiEtiEtiE ererertr 221

211210100 3
3

3
1

2
1, −−− ++= ψψψψ

 

t时刻的能量平均值 

( )eVEE 07.7
25

13 1 −==  

t时刻氢原子处于能量为 状态中的几率为 2E

%64
25
16)( 2 ==EP  

t时刻角动量 Z 方向投影为零的几率为 

%52)0( ==zLP  

30. 一维运动粒子的状态是 

                   ( )
⎩
⎨
⎧

0<0
0≥

=
−

x
xexA

x
x

,
,λ

ψ

求： 

(1) 归一化常数 A； 

(2) 粒子动量的几率分布； 

(3) 粒子动量平均值。 
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解: (1) 。 2/32λ=A

(2) 粒子动量的几率分布 

             2222

33
2

)(
2)()(

p
ppw

+
==

λπ
λϕ 。 

(3) 0=p 。 

31. 粒子自旋处于 2=zs 的本征态  ，试求 和 的测不准关系 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
1

α xs ys

?22 =Δ⋅Δ ）（）（ yx ss          

解:  4/222 =Δ⋅Δ ）（）（ yx ss 。 

32. 氢原子处于状态  ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

=
2

1

0112

1112

2
3

2
1

,
ψ
ψ

ψ
YR

YR
sr z ， 

(1) 求轨道角动量的 分量 的平均值； z zL

(2) 求自旋角动量的 分量 的平均值； z zs

(3) 求总磁矩 seLeM
μμ

−−=
2

的 分量 的平均值。  z zM

解：（1）
4
1

=zL  。 

   （2）
4
1

−=zs 。 

   （3） Bz MeM
4
1

8
==

μ
。 

33. 氢原子处于状态 ),()(
2
3),()(

2
1),,( 11211021 ϕθϕθϕθψ −+= YrRYrRr 。试求：  

（1）能量算符 H 、角动量平方算符 和角动量 分量 的可能取值； 
2L z zL

（2）上述三个量取各可能值的几率； 

（3）上述三个量的平均值。 
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解： H 只可能取值 2

4

22

4

2 822
eeE μμ

−=
⋅

−= ，出现的几率为 1，平均值 2

4

2 8
eEH μ

−== ； 

2L 只可能取值 ，出现的几率为 1，平均值
22 2)1( =+ll 22 2=L ； 

zL 的可能取值有两个：0、 ，出现 0 的几率为−
4
1

2
1 2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

，出现− 的几率为
4
3

2
3

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
，平均

值 ( )
4
3

4
3

4
10 −=×−+×=zL 。 

34. 两个自旋 1/2，质量为 的无相互作用的全同费米子同处线性谐振子场中，写出基态和第一激发态

的能量本征值和本征函数，指出简并度。 

m

解： ① 基态：    ω=+= )2()1( 000 EEE  ， 

[ ])()()()()()( 12−2121
2
1

=Φ 000 βαβαψψ ，不简并。 

② 第一激发态：  ω21 =E  ， 

[ ]

[ ]

[ ] [⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

12−21⋅12+21
2
1

=Ψ

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

12+21
2
1

21

21

12−21
2
1

=Ψ
=Φ

1010

1010

1

)()()()()()()()(

)()()()(

)()(

)()(

)()()()(

βαβαψψψψχ

βαβα

ββ

αα

ψψψψχ

AS

SA

]

 ， 

是四重简并的。 

35. 一维无限深势阱（ ax <<0 ）中的粒子，受到微扰 H ′用， 

                   
⎩
⎨
⎧

<<−
<<

=′
axaax

axax
xH

2,)1(2
20,2

)(
λ
λ

 

求基态能量的一级修正。 

解： λ
πμ

π
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=+= 22

22
)1(

1
)0(

11
2

2
1

2 a
EEE 。 

36. 证明 pauli 矩阵满足 

              izyx =σσσ 。 

37. 、s L 分别为电子的自旋和轨道角动量， LsJ += 为电子的总角动量。证明：[ LsJ ⋅, ]=0；
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[ ]=0，αJJ ,2 。zyx ,,=α  

38. 证明： 0],[,0],[,0],[ 222 =⋅== LsJssLL αα ，其中 LsJzyx +== ,、、α 。 

39. 已知 L 、s 分别为电子的轨道角动量和自旋角动量， sLJ += 为电子的总角动量。( )z
2 JJL ,，2 的

共同本征态为
jmjlφ 。证明

jmjlφ 是 的本征态，并就Ls ⋅ 21+= lj 和 21−= lj 两种情况分别求出其相

应的本征值。 
解：  

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≠−=+−

+=
=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−+=−−=⋅

)0(21,)1(
2

21,
2

4
3)1()1(

2
43

2
1

2

2

2
222

lljl

ljl

lljjLJLs

j

j

jjj

mjl

mjl

mjlmjlmjl

φ

φ

φφφ

 

40. 、s L 分别为电子的自旋和轨道角动量， LsJ += 为电子的总角动量。证明： 

[ LsJ ⋅, ]=0；     [ ]=0，αJJ ,2 。zyx ,,=α  

41. 已知电子的自旋角动量、轨道角动量和总角动量分别为 Ls、 和 J ， LsJ += ， ( )zJJL ,, 22
的共

同本征态为 jljm 。利用 证明： [ ] 0, =zz sJ

jzjmmjzj ljmsljmljmsmlj
jj′

=′ δ  

42. 粒子在二维无限深方势阱 中运动， ),( yxV

⎩
⎨
⎧
∞

<<<<
=

其它区域,
0,0,0

),(
ππ yx

yxV ，                     

（1）试直接写出（不必求解）基态和第一激发态的能级和能量本征函数； 

（2）加上微扰     yxH coscosλ=′  ，                           

求第一激发态能量至λ级、基态能量至 级。 2λ

解：（1） 0=λ ，无微扰，有 

( )
,,,,,

sinsin
21=≤≤0

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

2
=

+
2

= 22
2

yx

yxnn

yxnn

nnyx
ynxn

nn
m

E

yx

yx

π

π
ψ
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基态，            
m

E
2

0
11 =)(

  

yx sinsin)(

π
ψ 2

=0
11   

第一激发态，      
m

E
2
5

=
2

0
12

)(
  

    

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

2
2

=

2
2

=

0
21

0
12

yx

yx

sinsin

sinsin

)(

)(

π
ψ

π
ψ

  

（2）λ很小，取微扰     yxH coscosλ=′  ， 

基态，无简并， 2

22
)2(

11
)1(

11
)0(

1111 48
λm

m
EEEE −=++= 。 

第一激发态，二重简并，
4

±=1
12

λ)(E  ，     
4

±
2
5

=+=
2

1
12

0
1212

λ
m

EEE )()(  。 

43. 在时间 时，一个线性谐振子处于用下列归一化的波函数所描写的状态： 0=t

            
)()(

2
1)(

5
1)0,( 3320 xucxuxux ++=ψ

， 

式中 是振子的第 个本征函数。 )(xun n

（1）试求 的数值； 3c

（2）写出在 时刻的波函数； t

（3）在 时振子能量的平均值是多少？0=t 1=t 秒时呢？ 

解：（1）
10
3

3 =c 。 

（2）
tititi

exuexuexutx
ωωω

ψ 2
7

3
2
5

2
2
1

0 )(
10
3)(

2
1)(

5
1),(

−−−
++= 。 

（3）在 时振子能量的平均值是  0=t ω
5

12
=E ； 

1=t 秒时振子能量的平均值也是 ω
5

12
。 

44. 质量为μ 的粒子受微扰后，在一维势场 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

><∞

≤≤
=

axx

ax
a
xA

xV
,0,

0,cos
)(

π

 

中运动。 

（1）题中应当把什么看作微扰势？ 

（2）写出未受微扰时的能级和波函数； 

（3）用微扰论计算基态能量到二级近似，其中 2

22

10 a
A

μ
π

= 。 

提示： nmxmxdnx δππ

2
sinsin

0

=⋅∫  。 

解：（1）应在一维无限深势阱 

             
⎩
⎨
⎧

><∞
≤≤

=
axx

ax
xV

,0,
0,0

)(

的基础上，把 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

><

≤≤
=′

axx

ax
a
xA

H
,0,0

0,cos π
 

看作微扰势。 

（2）未受微扰时的波函数和能级分别为 

          ,3,2,1,
2

,sin2)( 2

222
)0()0( === n

a
nE

a
xn

a
x nn μ

ππψ  

（3） 2

22

2

22

2

22
)2(

1
)1(

1
)0(

11 600
299

6002 aaa
EEEE

μ
π

μ
π

μ
π

=−=++= 。 

45. 粒子在一维势场 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

><∞
=

axax

axx
xV

0,
2

,0,
)(

δλ
                     

 

中运动，λ甚小，试求基态能量准确到 的修正值以及2λ λ应满足的条件。 

解： 22

2

2

22

1
22

2 π
μλλ

μ
π

−+=
aa

E  ，  aμπλ 22<<                                                
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46. 质量为m 的粒子在二维无限深势阱中运动，（ π≤≤ yx ,0 ）。阱内有一势 

yxyxV coscos),( λ=   

（ ）写出a 0=λ 时能量最低的四个本征值和相应的本征函数； 

（b ）λ 很小，求第一激发态能量至λ 级、基态能量至 级。 2λ

解：（ ）a 0=λ ，能量最低的四个态为： 

基态，            
m

E
2

0
11 =)(

  

yx sinsin)(

π
ψ 2

=0
11   

第一激发态，      
m

E
2
5

=
2

0
12

)(
  

    

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

2
2

=

2
2

=

0
21

0
12

yx

yx

sinsin

sinsin

)(

)(

π
ψ

π
ψ

  

第二激发态，      
m

E
2

0
22

4
=)(

 

                  yx 22
2

=0
22 sinsin)(

π
ψ   

第三激发态，      
m

E
2

0
13

5
=)(

  

                  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

3
2

=

3
2

=

0
31

0
13

yx

yx

sinsin

sinsin

)(

)(

π
ψ

π
ψ

 

（ ）b 2

22
)2(

11
)1(

11
)0(

1111 48
λm

m
EEEE −=++=  

第一激发态，二重简并，
4

±
2
5

=+=
2

1
12

0
1212

λ
m

EEE )()(
 

47.（ ）粒子在二维无限深方势阱中运动， a
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⎩
⎨
⎧
∞

<<<<
=

其它区域,
0,0,0 ayax

V                          （1） 

试写出能级和能量本征函数（能量最低的两个态）； 

（b ）加上微扰      xyH λ=′                                         （2） 

求最低的两个能级的一级微扰修正。 

解：（ ）能级和能量本征函数为 a

( ) ,,,,,)( 321=+
2

= 21
2
2

2
12

22
0
21

nnnn
ma

E nn
π

             （3） 

),(,sinsin)( 下同阱内
a

yn
a

xn
ann

ππ
ψ 210 2

=
21

                  （4） 

基态是非简并的，能级 ，本征函数为 
)(0

11E

a
y

a
x

a
ππψ sinsin)( 2

=0
11                                      （5） 

第一激发态是二重简并的，能级 ,本征函数为 
)(0

12E

β

α

ψππψ

ψππψ

=
22

=

=
22

=

0
21

0
12

a
y

a
x

a

a
y

a
x

a

sinsin

sinsin

)(

)(

                               （6） 

(b )基态能级的一级修正等于 H ′的平均值，即    2)1(
11 4

aE λ
=                   （7） 

第一激发态        ( )
⎩
⎨
⎧

×=±=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±=

2175.0
2825.0

13.01
481

10241
4

22
4

2)1(
12 aaaE λλ

π
λ

       （8） 

结论：在微扰作用下，基态能级升高 42aλ ，第一激发能级的重心也升高 42aλ ，同时分裂为二，

裂距为 0.065 ( )2aλ  。 

48. 考虑在无限深势阱（ ）中运动的两电子体系，略去电子间的相互作用以及一切与自旋有关

的相互作用，求体系的基态和第一激发态的波函数和能量。 

ax <<0

解：  

（1）基态：   
222

11 = aE μπ  

总波函数        
)()()()(
)()()()(

2211
2211

2
1

==Φ
11

11
0011 βφβφ

αφαφ
χψ   

（2）第一激发态：  
222

12 25= aE μπ  
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二电子体系的总波函数 

[ ]

[ ]

[ ] [⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

12−21⋅12+21
2
1

=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

12+21
2
1

21

21

⋅12−21
2
1

=
=Φ

2121

2121

)()()()()()()()(

)()()()(

)()(

)()(

)()()()(

βαβαφφφφχψ

βαβα

ββ

αα

φφφφχψ

AS

SA

]

 

基态不简并，第一激发态是四重简并的。 

49. 两个自旋 1/2，质量为 的无相互作用的全同费米子同处线性谐振子场中，写出基态和第一激发态

的能量本征值和本征函数，指出简并度。 

m

解： （1）基态：  ω=+= )2()1( 000 EEE   

[ ])()()()()()( 12−2121
2
1

=Φ 000 βαβαψψ ，不简并。 

（2）第一激发态：  ω21 =E   

[ ]

[ ]

[ ] [⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

12−21⋅12+21
2
1

=Ψ

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

12+21
2
1

21

21

12−21
2
1

=Ψ
=Φ

1010

1010

1

)()()()()()()()(

)()()()(

)()(

)()(

)()()()(

βαβαψψψψχ

βαβα

ββ

αα

ψψψψχ

AS

SA

]

 

是四重简并的。 

50. 一维无限深的、宽为 1 的势阱中含有三个电子，势 A

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∞

1≤≤00=
其它,

,)( AxxV    

在温度  ，并忽略库仑相互作用近似下，三个电子的平均能量)(KT 0= eVE 4.12= 。问在同样近似下，

在阱中若有四个电子时，其平均能量是多少？ 

解： 四个电子时，平均能量 )(5.15
2
5

1 eVEE == 。 

51. 两个质量为 μ 、自旋 1/2 的全同费米子处在一维无限深势阱中，阱宽为 L ，粒子间相互作用势

可作为微扰。试用单粒子态和自旋态组出三个最低能态，用一阶微扰论计算第二、第三个最低

能态的能量，忽略自旋相关力，积分不必求出。 

( 21 xxV − )
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解：（1）基态， 222
0 =1== LEmn μπ, 。 

空间波函数对称，自旋波函数反对称： ，非简并。 00110 Ψ=Φ χS

（2）第一激发态，
222

1 25=2=1= LEmn μπ,, 。 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Ψ

1−01=Ψ
=Φ

0012

112
1

χ

χ
S

sM
A M

s
,,,

 简并度：4  

（3）第二激发态：
222

2 4=2=2= LEmn μπ,,  

空间对称，自旋反对称： ，非简并。 0021222 Ψ=Φ χ),( xxS

考虑相互作用势 )( 21 xxV − ，因为忽略自旋相关力，计算一级微扰修正，对于第一激发态： 

)(),( 21

2

2112211 −Ψ=Δ ∫ xxVxxdxdxE AA
， 

)(),( 21

2

2112211 −Ψ=Δ ∫ xxVxxdxdxE SS
。 

对于第二激发态： 

)(),( 21

2

2122212 −Ψ=Δ ∫ xxVxxdxdxE S
。 

53. 宽为 L 的一维盒子内有两个质量均为μ 的无自旋的粒子，其相互作用势为 

 ( )21 , xxV )( 21 xxa −= δ ， 

计算基态能量，精确到 的一次项。 a

解： 
L
a

L
EEE

2
3

2

22
)1(

11
)0(

1111 +=+=
μ
π

 。 

54. 一维势阱具有下列单粒子能量本征态： 

,)(,)(,)( xxx cba ψψψ ；对应能级 <<< cba EEE  

两个无相互作用的粒子置于该势阱中。对下列不同情况写出：两粒子体系可具有的两个最低总能量值及相

应的简并度；与上述能级对应的所有二粒子波函数。 

（ ）两个自旋为 1/2 的可区分粒子； a

（b ）两个自旋为 1/2 的全同粒子；  

（c）两个自旋为 0 的全同粒子。 

解：（ ）自旋 1/2，二可区分粒子，不必对称化。 a

① 基态：总能量   aaa EEE 2=+

波函数为 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

1±0=1

00

21

21

),()()(

)()(

ssaa

aa

MMxx

xx

ψψ

ψψ
  ，  四重简并。 

② 第一激发态：总能量  ， ba EE +

波函数为 

          1±0=

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

1

00

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

1

00

21

21

21

21

,

)()(

)()(

)()(

)()(

s

sab

ab

sba

ba

M

Mxx

xx

Mxx

xx

ψψ

ψψ

ψψ

ψψ

 ，8 重简并。        

（ ）自旋 1/2，二全同粒子，总波函数是反对称的。 b

① 基态：总能量   ， aaa EEE 2=+

波函数为 

          0021 )()( xx aa ψψ ，非简并。 

② 第一激发态：总能量   ， ba EE +

波函数为 

          

[ ]

[ ]
⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

1−
2
1

00+
2
1

1221

1221

sbaba

baba

Mxxxx

xxxx

)()()()(

)()()()(

ψψψψ

ψψψψ
 四重简并。 

（c）自旋为 0，二全同粒子，总波函数是对称的。 

① 基态：总能量   ， aaa EEE 2=+

波函数为 

          0021 )()( xx aa ψψ ， 不简并。 

② 第一激发态：总能量  ， ba EE +

波函数为 

          [ ] 00+
2
1

1221 )()()()( xxxx baba ψψψψ  ， 不简并。 

55. 一维谐振子，哈密顿
222

2
1

2
1 xpH μω
μ

+= 。采用自然单位： 1=== ωμ ，则 22

2
1

2
1 xpH += 。

基本对易式可表成 

                                                                            （1） ipx =],[
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令                   

( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

+=

+ ipxa

ipxa

2
1
2

1

                                                （2） 

证明（1）                                                                  （3） 1],[ =+aa

    （2）             ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += +

2
1

2
1 NaaH                                     （4） 

其中                      aaN +=

为声子数算符。 

56. 已知 为声子数算符，其归一化本征态为 aaN +=

                      ( ) 0
!

1 na
n

n += ， 

满足                  nnnN = 。 

证明：              1,11 −=++=+ nnnannna 。 

57. 设有两类谐振子，相应的声子产生和湮没算符用 ； 表示，它们满足 11 ,aa +
22 ,aa +

             。 2,1,,0],[],[,],[ ==== +++ jiaaaaaa jjijiji δ

定义算符 

                        

）

）

）

2211

1221

1221

(
2
1

(
2
1

(
2
1

aaaaJ

aaaa
i

J

aaaaJ

z

y

x

++

++

++

−=

−=

+=

 

证明： )1(,,,,,],[ === zyxJiJJ γβαε γαβγβα 。 

58. 设哈米顿算符  ( )aaaaH ++= ++ λε ，其中ε 是正实数，λ是正参数， 和 为玻色型产生算

符和消灭算符，用微扰论求

+a a

H 的基态本征值（准至 级）和相应的本征态（准至2λ λ级）。 

解： 准至 ,基态本征值为 2λ
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ε
λ2

2
0

1
0

0
00 −=++= )()()( EEEE 。       

准至λ级，基态波函数为  

1−0=0 ε
λψ  。          
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