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第三讲：系统的数学模型
（ 2-1、 2-2 单元， 2 学时）

　　

 2-1   模型总论

 2-2   微分方程的建立
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2-1模型总论---概述

1、 实施恰当的控制，首先要对受控对象了如指掌，
才能随心所欲。分析了解受控对象和控制系统的定
量的工具和平台就是数学模型。对分析和设计自动
控制系统而言，只是定性地了解系统的工作原理和
大致的运动过程是远远不够的。

2、 控制系统的输入和输出之间动态关系的数学表达
式即为数学模型。数学模型是分析和设计自动控制
系统的基础。
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2-1模型总论---概述

图2.1 系统分析的基本流程
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   3、许多表面上看来似乎毫无共同之处的控制系统，

其运动规律可能完全一样，可以用一个运动方程
来表示。有了这个数学模型，我们可以不去过多
地研究具体系统，而只分析其数学表达式，就可
以知道其变量间的关系 。

           比如，弹簧振荡系统和RLC电路就可以用同一
个数学表达式分析，具有相同的数学模型。

这在工程实践中好处多多？

2-1模型总论---概述

       相似系统！
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4、模型的近似性与合理性

        实际控制系统的数学模型往往是很复杂的，
在一般情况下，常常可以忽略一些影响较小的因
素来简化，但这就出现了一对矛盾，简化与准确
性。不能过于简化，而使数学模型变得不准确，

也不能过分追求准确性，使系统的数学模型过于
复杂，这带来另一对矛盾，复杂与可操作性。

数学模型 实际系统
近似

寻求

2-1模型总论---概述
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           严格地说，实际物理系统都存在非线性，
从模型的准确性的角度考虑，应该用非线
性方程来描述系统。这又增加了模型的复
杂性，因此，建模中的一个重要问题是模
型的线性化。

            这门课只讨论线性定常（时不变）模
型。

2-1模型总论---概述
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5、模型建立方法

       a.分析计算法（机理建模法）

            根据支配系统运动的内在规律以及系统的结
构和参数，推导出输入量和输出量之间的数学表
达式，从而建立数学模型------这适用于简单的系
统。

             例如，牛顿定律等

2-1模型总论----概述
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   b.工程实验法

           利用典型的输入激励，通过系统实际的输入--
输出信号来建立数学模型。通常，在对系统内部一
无所知（黑箱）的情况下，采用这种建模方法。

        实际上，我们对有些系统能有部分的了解。这时
称为灰箱，可以综合运用分析计算法与工程实验法，
较准确而方便地建立系统的数学模型。

黑箱
输入 输出

2-1模型总论----概述
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一、 线性系统的定义

同时满足叠加性和齐次性的系统称为线性
系统

2-1模型总论---线性系统

       若输入为x1(t)时,系统输出为y(x1)；输
入为x2(t)时,系统输出为y(x2)，则系统输出
满足：

Y[x1(t)+x2(t)]=y(x1)+y(x2)

叠加性：
系统

输入x1 输出y(x1)

输入x2 输出y(x2)
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齐次性： 系统
输入x 输出y(x)

输入x 输出y(x)

       若输入为x(t)时,系统输出为y(x)，
则输入为βx(t)时，系统输出为：

      Y[βx(t)]=βy(x)
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    重要特点：

      线性系统的叠加性和齐次性，为研究带
来了极大的方便。     

      这样，我们可以采用典型激励（单位阶
跃、单位脉冲、单位斜坡等）对系统进行分
析，而将复杂激励分解为典型激励的线性组
合——这就简化了问题。
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例2.1：线性系统判别

y=x2
输入x 输出y(x)

2-1模型总论---线性系统
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例2.2：线性系统判别

y=mx+b
输入x 输出y(x)

2-1模型总论---线性系统
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例2.3：线性系统判别

输入x 输出y(x)

y x

2-1模型总论---线性系统

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



例2.4：线性系统判别

输入x 输出y(x)

y y x 

2-1模型总论---线性系统
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二、 非线性元件的线性化

000 输入

输出

输入

输出

输入

输出

a

b

饱和（放大器） 死区（电机） 间隙（齿轮）

2-1模型总论---线性系统

图2.2   几种常见的非线性
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          非线性微分方程的求解很困难。在一定条件

下，将模型近似地转化为线性微分方程，可以简
化系统的动态特性分析。实践证明，这样做能够
圆满地解决许多工程问题。线性化的方法有：

            1、忽略弱非线性环节（如果元件的非线性因
素较弱，或者工作在线性范围以内，则它们对系
统的影响很小，可以忽略其非线性。）

例如，电位器，弹簧

2-1模型总论---线性系统
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           2、微偏法（小偏差信号法，切线法，增量线
性化法）

      微偏法基于一种假设，就是在控制系统的整个
调节过程中，各个元件的输入量和输出量只是在平
衡点附近作微小变化。这一假设是符合许多控制系
统实际工作情况的，因为对闭环控制系统而言，一
有偏差就产生控制作用，来减小或消除偏差，所以
各元件主要工作在平衡点附近。
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图2.3   非线性系统的工作点
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             设A(x0,y0)为平衡点，函数在平衡点处连续可
微，则可将函数在平衡点附近展开成泰勒级数

    

   忽略二次以上的各项，上式可以写成 

其中:

   

   这就是非线性元件的线性化数学模型

 2
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例2.5 摆振荡模型（P35）
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mg
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a0=0

在30度的变化范围内，摆的线性
模型误差小于2%

扭矩：

图2.4 振荡摆   
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-y1 (死区)电机

          3、平均斜率法        
            如果某非线性元件输入输出关系如图所示。
此时不能用微偏法，可用平均斜率法得线性化方
程为 

图2.5 不可导的非线性   
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0

继电特性

0

饱和特性

            注意：这几种方法只适用于一些非线性程度
较低的系统，对于某些严重的非线性，不能作线
性化处理。一般用相平面法及描述函数法进行分

析（自动控制原理二讲解）。         

图2.6 严重的非线性   
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           线性微分方程是经典控制系统最基本的数学

模型。要研究系统的运动，必须列写系统的微分
方程。一个控制系统由若干具有不同功能的元件
组成，首先要根据各个元件的物理规律，列写各
个元件的微分方程，得到一个微分方程组，然后
消去中间变量，得到控制系统总的输入和输出的
微分方程。

      实际上，按规律列写线性微分方程模型，本
身就忽略弱非线性环节，也是线性化的结果。

2-1 微分方程的建立
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m

k

F(t)

x(t)位移

阻尼系数f 阻尼器

弹簧

例2.6 质量-弹簧-阻尼器系统    

图2.7 质量-弹簧-阻尼器系统    
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      首先确定：输入F(t),  输出x(t)

   其次依据：

   1.牛顿第二定律: 物体所受的外力合等于
物体质量与加速度的乘积    

   2.虎克定律:  弹簧弹力等于弹性系数与
相对变形位移的乘积

   3.粘性摩擦定律: 粘性摩擦力等于摩擦系
数与相对速度的乘积
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F1  弹簧的拉力
F(t) 外力

F2 阻尼器的阻力
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        列写微分方程时，常习惯于把输出写在方程的
左边，输入写在方程右边，而且微分的次数由高到
低排列。于是，质量-弹簧-阻尼器的微分方程模型
为：

)()()()( tFtkxtxftxm 

)()()()(
)()( 21

txmtxftkxtF
maFFtFtxa
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例2.7 RLC电路：研究在输入电压ur(t)的作
用下，电容上的电压uc(t)的变化。

r L

Cur(t) uc(t)i(t)

图2.8  RLC电路    
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    依据：电学中的基尔霍夫定律                                     

( )( ) ( ) ( )r c
di tu t ri t L u t
dt

  
1( ) ( )Cu t i t dt
C

 

dt
tduCti C )()( 

)()()()( 2

2

tu
dt

tudLC
dt
tdurCtu C

CC
r 

消去中间变量i(t)，得到:

（两边求导）

r L
Cur(t) uc(t)i(t)
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)()()()( tututurCtuLC rCCC 

        这两个式子很相似。这也证明了，看似完全
不同的系统，却具有相同的运动规律，可以用相
同的数学模型来描述。

   整理成规范形式，得到

被称为相似系统，是工程上的
系统仿真方法之一！
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例2.8 RC滤波电路（低通滤波器）

ur

i
uc

R

C

)()()( tututuRC rCC 

时间常数 一阶微分方程

一阶系统

( )( ) Cdu ti t C
dt


图2.9  RC低通滤波电路    
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例2.9 双T网络-----二阶系统

ur ucC2C1

R2R1

i1 i2 i1不等于i2

负载效应

图2.9  双T网络
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习题

1、推导课件中的RC二阶系统例题的微分方程。

2、用拉氏变换解RC一阶系统对脉冲激励的响应，
解释时间常数T=RC。

E2.1, E2.2, E2.6, E2.14, E2.17, E2.24, P2.1, P2.2, P2.38
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2.1 物理系统的微分方程模型

例子2.4 Lorenz方程：蝴蝶效应----混沌系统

 dx a y x
dt
dy bx y xz
dt
dz xy cz
dt
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