
第二讲：数学工具----Laplace变换
（2 学时）

　    １、定义与基本变换

　　２、定理与技巧

         3 、反变换

　　 4 、求解微分方程
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        变换是数学中经常采用的技巧，比如，在初

等数学中：

0 1 1.12 , 2 , 2 , , 2

令：

2N 

对数变换

lg lg 2N 

        利用对数变换，我们可以将正数的乘积运算变
为对数的加法运算。

1、定义与基本变换
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　　　又如，Fourier变换将时间域的实函数变
换成频率域的频谱，即，正弦谐波的线性组
合。

             对线性时不变系统而言，我们要寻求能
简化微分方程求解过程的变换。一个好的变
换至少要有如下2个特征：

                1、它的基本函数具有很大的覆盖面，

                2、变换本身具有线性叠加性。

                

1、定义与基本变换
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            Fourier变换就具有上述特性，

            1、它的基本函数为谐波函数，或纯虚
指数函数，它们的线性组合可以表示大部分
常用的函数，

　　     2、基本函数线性组合的输入导致的响
应是基本函数响应的线性组合，只是组合系
数发生变化。

             遗憾的是， Fourier变换的收敛条件比
较严格。

1、定义与基本变换
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             历史从来都是选择性记忆的，优胜劣
汰，大浪淘沙。只有好的工具才会流传后
世。

           Laplace变换就是这样的数学工具，它
对Fourier变换加以扩展，以复指数函数为
基本函数，将时间域的实函数变换成复频
率域的频谱函数，将微分算子变成代数算
子，非常方便。                 　

 1、定义与基本变换
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复变量和复变函数

(1) 复变量：

(2) 复变函数：

  〉F(s)是函数，其自变量为s；s为复变量

  〉F(s)函数值也是复的

  〉除此之外，在一般情况下，F(s)与实函数无异

 js 

1、定义与基本变换

     sjFsFsF ir 

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



(3)复指数函数与尤拉定理：
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1、定义与基本变换
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尤拉定理证明：

有：

所以：

而：
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1、定义与基本变换
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0

stF s L f t f t e dt
     

函数f(t)的拉氏变换

当t<0, f(t)=0

拉氏积分运算符

复变量

       单边、线性变换
       不追求数学细节，如收敛条件等。

1、定义与基本变换

一一映射
 sF  tf
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               由上式可以看出，Laplace变换是Fourier变换的推广，

一些工程上重要的函数，如阶跃函数、指数增长函数等

不满足Fourier变换的收敛条件，但乘上一个合适的指数

衰减因子后，就可以完成变换。

            当s为纯虚数时， 函数的Laplace变换就是它的Fourier
变换；

            当s为复数时，函数的Laplace变换就是它与实部指数

函数乘积的Fourier变换。 

1、定义与基本变换
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基本时间函数及其Laplace变换

(1) 指数函数

(2) 阶跃函数

(3) 斜坡函数

(4) 正弦函数

(5) 脉冲函数 

1、定义与基本变换
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例1、 指数函数 注意：在某一域内复
变函数 F(s) 及其所有
导数皆存在，则称该
复变函数 F(s) 在该域
内是解析的。
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在复平面上
有一个极点

1、定义与基本变换
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为使积分收敛，这里假设(s+a)的实部大于零
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例2  阶跃函数
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注意：A=1，称其为单位
阶跃函数，记为  1(t)。阶
跃函数在 t=0 处是不确定
的，相当于在 t=0 处将一
个直流信号突然加到系统
上。

1、定义与基本变换

f(t)

A

0 t
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例3 斜坡函数

 
( 0 )

0 ( 0 )
A t t

f t
t


  

  2

AL f t
s

  

f(t)

t
0

A

1

注意：A=1，称其
为单位斜坡函数。

1、定义与基本变换
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例3 斜坡函数

首先注意到：

于是：

1、定义与基本变换
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例4、 正弦、余弦函数

显然，直接求取并不明智。由尤拉定理有：
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1、定义与基本变换
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例5.1 脉动函数
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1、定义与基本变换           
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例5  脉冲函数
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注意：A=1，称其为单位脉冲
函数，记为  t

1、定义与基本变换

和脉动函数相比，脉冲函数“面积”不变，时间间隔为0。
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２、定理与技巧

       线性叠加原理是显然的。
       时域位移-------复域指数乘积

   1f t a t a 

   1f t t

0 a

   1f t a t a 

t

     1 asL f t a t a e F s    

f(t)的拉氏变换

时域移
位定理

   2.1时域函数平移 
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2.2          与        相乘

例6

复域位移-------时域指数乘积

 f t ate

   atL f t e F s a    
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复域位移定理

２、定理与技巧
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2.3 时间比例尺定理
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２、定理与技巧
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例7：已知

于是：
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２、定理与技巧
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几个重要的拉氏变换对

２、定理与技巧

s1

f(t) F(s) f(t) F(s)
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2.4 微分定理

        式中 f(0) 是 f(t)在t=0处的初始值。

        同样，对于f(t)的n阶导数，则有

     0dL f t sF s f
dt
     

         1 ( 2) ( 1)0 0 0
n

n n n n
n

dL f t s F s s f sf f
dt

   
     

 


２、定理与技巧
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 证：根据拉氏变换的定义有

 

原函数二阶导数的拉氏变换

依次类推，可以得到n阶导函数的拉氏变换
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lim lim
t s

f t sF s
 



注意：若               时，f(t)极限                     不存在，
也就不能用终值定理。如对正弦函数和余弦函数
就不能应用终值定理。

t )(lim tf
t 

2.5 终值定理

         假定 f(t) 和 df(t)/dt 可以进行拉氏变换，          
          存在，并且F(s)在虚轴上无极点，在原点

处无多重极点，即，sF(s)在包括虚轴的右半s平
面内解析，则有

２、定理与技巧
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证：由微分定理有：

       等式两边对s趋向于0取极限
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2.6 初值定理

         假定 f(t) 和 df(t)/dt 可以进行拉氏变换，       
                  存在，则有

2.7 积分定理

式中                          在t=0处的值。
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证明方法同上。只是要对                取极限。s
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２、定理与技巧
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即：

同理，对f(t)的二重积分的拉氏变换为
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2.8 卷积定理（了解）

将                                  记为                    ，称

其为卷积，则有

 

   1 20

t
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即：两个原函数的卷积的拉氏变换等于两个
象函数的乘积。

２、定理与技巧
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  定义：从象函数F(s)求原函数f(t)的运算称为拉

氏反变换。记为 

       由F(s)，可以按下式求出

       式中C是实常数，而且大于F(s)所有极点的
实部。

       拉氏变换与拉氏反变换，在时域函数和复频
域函数之间构成了变换对。
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3、拉氏反变换
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      对于连续的时间函数来说，它与它的拉普拉斯变

换之间保持一一对应关系。

一一对应

f(t)                          F(s)

   1f t L F s    

3、拉氏反变换
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      直接按上式求原函数太过复杂！

      求取拉普拉斯反变换的基本方法是，将复杂

的F(s)展开成很多简单项之和，分别求取简单项

的拉普拉斯反变换，再叠加得到f(t)。

     

3、拉氏反变换
高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



        我们遇到的F(s)通常是有理分式。若F(s)不能在
表中直接找到原函数，则需要将它展开成部分分式
之和。这些部分分式的拉氏变换通常可以在表中查
到。也就是：
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3、拉氏反变换
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几个重要的拉氏变换对
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3、拉氏反变换

wtsin

wtcos

)(1 as 

)(t

t
)(1 t

1

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



 
      例8

   例9 求               的反变换。
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例10

           最后一项用到频域平移性质。
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4、求解线性微分方程

（1）对线性微分方程中每一项进行拉氏变换，
将线性微分方程变为 s  的代数方程，然后
整理代数方程，得到有关变量的拉氏变换
的表达式；

（2）进行拉氏反变换，可以得到线性微分方
程的解。
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例11 求解
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4、求解线性微分方程
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   部分分式展开式的求法

   （1）情况一:F(s)有不同极点,这时,F(s) 总能

展开成如下简单的部分分式之和
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4、求解线性微分方程
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（2）情况2:F(s)有共轭极点

例13  求解微分方程
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同样用到了频域平移性质。注意:出现衰减震荡，ω=1
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（3）情况3:F(s)有重极点

        假若F(s)有L重极点      ,而其余极点均不相同。
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仍按以前的方法计算系数 ,,,
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例14 求对应的时间函数 

解：

  两边同时乘以         ,有

  比较系数有：

  于是有：
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例15 

求微分方程
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也用到了频域平移性质。
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如果不记公式,可用以下方法求解
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4、求解线性微分方程

  在求解微分方程的过程中，可以有如下结论：

    1、Laplace变换的确简化了微分方程的求解。

    2、分母多项式又称为特征多项式，特征方程
即特征多项式等于0，其解称为特征根或极点。 

2
1 24 3 0 1, 3s s s s       
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4、求解线性微分方程

   3、极点决定了解的结构。
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习题

 E2.4, E2.21, E2.18, E2.29, E2.30 , P2.37
（拉普拉斯变换与时间响应求解） 
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