
最小作用原理的一个例子：抛物体运动 

考察一个在重力场中运动的粒子，为了简单起见，我们假定运动是一维的，

你把它抛掷出去，它就会竖直上升而后又竖直落下。如果作一个位置–时间图，

它将是一条抛物线 ，其中( )x t x 是距离地面的高度，假设它在在起始时刻 由

某一高度出发，并在结束时刻 确实到达了另外某一点[图 1a]。现在，你尝试一

个不同的运动：假设由这里到达那里是这样进行的，粒子在升至十分高之后又以

某一特殊方式降落下来[图 1b]，但却在同一段时间内到达目的地

1t

2t

( )x t 。如果你

算出在该路程上每一时刻的动能，减去势能，再计算出经历整条路线对时间的积

分，或对其他任何我们所想出的路程积分。非常奇妙的是，你将会发现所获得的

数字比起对实际运动所得的要大。也就是说，真正的路程就是那一条会使这一积

分取得最小值的路程。 

2

1

21
2

t

t

dxm mgx
dt

⎡ ⎤⎛ ⎞ −⎢ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ dt⎥  (1) 

 

实际运动 

1t  2t
图 1a 

t

x  

想象运动 

1t 2t  

图 1b 

t

x

F ma=换句话说，我们可以将动力学定律不写成 Newton 定律 的形式，而

是写成：粒子从一点至另一点所经行的路线其平均动能减去平均势能应尽可能

地少。 
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作为一个例子，考虑一个没有任何势能的自由粒子情况。我们知道粒子从一

点跑至另一点的运动是匀速直线运动。该法则的意思就是；在某一定时间内从一

点跑至另一点动能的积分是最少的，这是否

可以告诉我们粒子就一定要以一匀速率运动

呢？因为粒子是在某一定时间内由“这里”

到达“那里”，因此，平均速度对于每一情况

都是相同的。假如该粒子以任何其他方式运

动，速度便将有时比平均值高，有时比平均

值低。原来任何与平均值有偏离的东西，其

均方值总是大于其平均值的平方的，所以我

们见到，如果速度固定不变（当没有力作用

时），则该积分便是一个极小值。正确的路线就是这样[图 2]。 

势能为零 

1t 2t  

图 2 

t

x

[对于任意函数，我们有 

( ) ( )2 2
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⎛ ⎞≥ =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ −  

f 为常值函数时才成立；实际上，它是另一个你所熟悉的关系 等号当且仅当

22 2 2
1 2 1 2n nf f f f f f

n n
+ + + + + +⎛ ⎞≥ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

取连续极限的情况！] 

回到抛物体的情况，因为粒子在重力

场中具有势能，它就必须在平均上有最小

的动能与势能之差值。由于在空间升得越

高势能越大，如果能够尽快升到一个有高

势能的地方去的话，这样该势能从动能那

里扣除出去后，就可以获得一个较低的平

均值。所以最好就是去选取一条能够升得

高，从而可从势能处得到一个大负值的路

程[图 3]。 

更多势能 

1t 2t  

图 3 

t

x

更多动能 
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另一方面，你也不能够升得太快或跑得太远，因为这么一来你将会包罗过多

的动能——你得很快达到高处使得你在可利用的剩下的那段规定时间里再落下

来，到达目的地。所以你总要升得高些，但是也不应该升得太高。而事实证明，

答案是粒子会在试图获得尽可能多的势能与尽可能少的额外动能之间取得某一

种平衡——从而使得获得动能减去势能的差值尽可能小。                       

下面我将要证明粒子确实就是这样运动的，我们把动能减去势能并对时间的

积分叫做作用量S ： 

  (2) (2

1

t

t
S= = −∫作用量 动能 势能)dt

记住势能和动能两者都是时间的函数。每一不同的可能路线你将获得关于这一作

用量的不同值。我们的数学问题是去寻找使这个数值最小的那一条曲线。 

这是一个崭新的课题，它与寻常微积分学中的极大和极小问题是很不一样

的。你不能在算出了作用量之后取微分来能找出那个极小值。微积分中我们研究

的对象称为函数 ( )f x f x，或者说是这样一个法则 ，给定自变量 的一个数值，

这个法则就告诉我们另一个数值 ( )f x 。而需要去找出其中该函数是最小或最大

的那个变量 x的数值。例如，我们讲的势能函数，对于每一点就有一对应的势能，

而我们必须去找出势能最低的那一点。但现在对于空间每一条路线我们是有一个

数值的 ，而我们得去找出那一条会使该数值极小的空间路线( )S x t⎡⎣ ( )x t⎤⎦ 。

实际上，我们现在要研究的乃是以路径作为“自变量” 的函数，或者说它是函

数的函数，因此我们将它称为泛函（推广的函数）——这是完全不同的一个数学

分支，它并不是寻常的微积分，而是属于所谓变分学的范畴。 

有许多问题属于这一种数学。例如，圆周往往被定义为所有与一固定点的距

离为一定值的点的轨迹，但对于圆周还有另一个定义的方法：圆周乃是具有某给

定长度而又能容纳最大面积的那一条曲线。对于某一周长来说，任何其他曲线所

容纳的面积比圆周都要小。因此，若我们提出这样一个问题：试找出对某一给定

周长能容纳最大面积的那条曲线，我们就有一个变分学问题——与我们所熟悉的

有所不同的一种微积分。再举物理学中的两个例子。当光从空气进入玻璃时，光

所行进的路线可以由 Snell 定律 
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1 1 2sin sinn n 2θ θ=  (3) 

来确定。但是，你也可以这样确定路线，如果你计算光沿着某条曲线从一点到另

一点所用的时间，那么正确的运动是沿着使得这个时间取最小值的那条路线。这

就是一个变分的问题。再比如，不必通过给出关于场的一个微分方程，而是通过

申明某一积分是一极大或极小值，就能够描述静电学。在电荷密度处处为已知的

情况，问题就是要找出空间每一处的电势φ，你知道答案应该是： 

2
0φ ρ ε∇ = −  (4) 

∗
但陈述这同一事情的另一种办法却是：计算这么一个积分U ： 

( )20

2
U dVε φ ρφ∗ ⎡ ⎤= ∇ −⎢ ⎥⎣ ⎦∫  (5) 

这是一个要对全部空间取的体积分，对于该正确的势分布 ( ), ,x y zφ ，U 是一

极小值。  

∗

尽管这是一个不同于微积分的崭新的数学问题，但是，为了找出正确路线，

看一下微积分中极值的含义是有益处的。比如，我有一个势能函数，那么你是怎

么知道它在哪一点取极值的呢？当然，

你已经知道如果有一个极值点，那么势

能对坐标的微分在这一点应该等于零，

为什么呢？假设我们已经知道取极小值

的点，现在当我使自变量在某种方式上

稍为有点偏离时，函数就有一个与该偏

离成正比的变化。这变化大概会使函数

变得大些，否则我们就不会得到一个极

小值了。但此时若该变化与偏离成正比，

则倒转偏离的符号将会使函数变得较小。我们就会使函数沿一个方向增加而沿另

一个方向减少。唯一能够有一个真正极小值的办法是在第一次近似上不作任何改

变，而改变乃是与对极小值点的偏离的平方成正比的。在该曲线的任何其他部分

若移开原位置一个小距离，则函数之值也将按第一级变化。[图 4]。 

( )2U xΔ ∝ Δ  

图 4 

x
极小 

( )U x

U xΔ ∝ Δ

现在，假设 代表该真实路线——即我们要试图寻找的那条曲线。取一( )x t
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( )x t条尝试路线 ，与该真实路线有一微小差别，这差别我们称之为 ( )tη ，即

( ) ( ) ( )x t x t tη= + ，作用量就有一个

与该偏离成正比的变化（当然，应该是

偏离 ( )tη 乘某个东西对时间的积分，

不过这丝毫不会影响我们下面的讨

论）。同样的，为了使得由 给出的

作用量是一个极小值，这变化应该会使

作用量变得大些。与前面同样的理由，

若该变化与偏离成正比，则倒转偏离的

符号将会使作用量变得较小。唯一能够有一个真正极小值的办法是在第一次近似

上不作任何改变，而改变乃是与对极小值点的偏离的平方成正比的。也就是说，

极小值有这么一个特点：若在第一级上离开该正确路线，则作用量与极小值的偏

差只是属于第二级的。对于任何想象的路线，若移开一个小距离，则作用量之值

也将按第一级变化。但在正确路线上，一个小的偏离在第一次近似上将不会产生

任何差异[图 5]。  

想象路线

图 5 

t

x

正确路线 

2S

1S

>2 1S S  ( )x t

这就是我们将要用来算出那其实路线的办法。如果已有一条真实路线，那么

在一条与之只有小小差别的曲线上的作用量在第一次近似上将不会造成任何差

别。若确实有一个极小值的话，则任何差别都将落在第二次近似上。 

( )x t S现在我们的想法是：若对路线 计算该作用量 ，则这个与我们对路线

所算出的作用量 之差，即( )x t SS 与 之

差，在小

S

图 6 

t

x

( )tη  

( )x t

( )x tη的第一次近似上应等于零。这

差别可以是第二级的，但在第一级上这差

别应该为零。而且，这对于任何一个η都

应该是正确的，只要它是足够小的。不过，

还不仅如此。当然还有一个条件，那就是

你所考虑的各路线都有彼此相同的起点和
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终点——每条路线都在时刻 从某点出发而在时刻 到达某另一点，这些地点和

时间都保持固定不变。因此我们的偏离

1t 2t

η 在每一端都应等于零，即

( ) ( )1 2 0t tη η= = 。有了这个条件，我们的数学问题才告确定。 

( ) ( ) ( )x t x t tη= + 代入该作用量公式中 于是我们的打算是，把

( )2

2
mS x U x dt⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦∫  (6) 

( )U x x式中 代表势能。而 这个微商当然就是 的微商再加上( )x t ( )tη 的微商，

所以对于作用量会得到这么一个表达式： 

( ) ( )2

2
mS x U xη η⎡ ⎤= + − +⎢⎣ ⎦∫ dt⎥

2

  (7) 

现在我们必须写得更详尽些。对于该平方项我们得到 

2 2x xη η+ +  (8) 

x η+ ( )U x上的势能U 。我认为η我们还需要一个在 是小的，因而可以将 写

成 Taylor 级数。它近似地等于U x ，在次一级近似上（按微商的通常性质）则

该修正应该是

( )

η乘以U 对 x的变率，如此等等： 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
U x U x U x U xηη η ′ ′′+ = + + +  (9) 

′的微商写成Ux为了简化书写，我已将U 对 。可是对高于第一次幂之项我们并

不在意，因而将所有含有
2η 和更高次幂的项都取出来并放进一个称为“二阶和

更高阶项”的项中（记为
2(O )η ）。从积分中的这些高阶项我只得到属于第二次

或者更高次幂的，而我们便不须对之操心了。将所有这一切都凑合起来，得到： 

( ) ( ) ( )2

1

2 2

2
t

t

mS x U x mx U x Oη η η⎡ ⎤′= − + − +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ dt  (10) 

现在，如果你观察得仔细些，便会见到我在这里安排好的头两项相当于用那真实

路线 x 所计算出来的作用量 ，而我要集中注意力的东西乃是 的变化——S S S
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与对该正确路线所应得的S 之间的差别。当我们丢开那些“二阶和更高阶项”时，

就将这一差值写成 ，并称之为 的变分。[这类似于微积分中，如果丢开Sδ S

( ) ( )f x f xε+ − 中ε 的那些“二阶和更高阶项”，或者说当 0ε → 时，那么

我们将此差值称为函数 ( )f x ( )df x df的一阶微分，并记为 ，或简单地写为 。]
因此，我对于 Sδ 便有 

( )2

1

t

t
S mx U xδ η η ′= − dt⎡ ⎤⎣ ⎦∫  (11) 

x现在的问题是：这里有某一积分。虽然我还不知道 是什么，但我确实知道

不管η是什么，这一积分总应该等于零。你试想想，这可能发生的唯一途径就是

那个乘上η的东西应当是零。可是那含有η的的第一项又该怎么办呢？如果η终

归可以是一任意的东西，那它的微商也该是任意的了，因而你可以断定η的系数

也应当等于零。但这可就不对了。之所以不对是因为在η与它的微商之间存在某

一种关系；它们并非完全互相独立。 

这里我们就会遇到在变分学中解决一切问题总要用到的同一普遍原则。即首

先对你所要变化的东西作一个偏离（象我们上面通过如上η而做到的那样），目

的是寻找第一级的项；然后又总要把积分安排成含有“某种东西乘以该偏离η” ，

而又不含有其他微商（没有η）的那种形式。因此，我们必须重新安排以便得到

“某一件东西”乘以η。过了一会你将会看出这样做的巨大价值。 

怎么才能将该η项重新安排使其含有η呢？回答是通过分部积分就可以做

到。事实证明，变分学的全部巧妙就在于包括写下 的变分，然后利用分部积分

就可以将

S

η的微商清除掉。在微商会出现的每一问题中总是采取这一办法的。 

如果你有任一个函数 f 乘以η并对t积分，你可以写下 fη的微商： 

( )d f f f
dt

η η= + η  (12) 
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你所要的积分是对末一项而积的，因此 

( )df f f
dt

η η= − η  (13) 

f在我们关于 Sδ 的公式中，该函数 就是 ；因此，我得到下列关于mx Sδ

的公式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22

1 1 1

t tt

t t t

dS mx t mx t dt U x t d
dt

δ η η η′= − −∫ ∫ t  (14) 

首项应该是在 和 两限上算出来的。然后我还必须有那个从分部积分剩下来的

积分。末项则是照抄下来的，没有什么改变。 

1t 2t

现在碰到一件总会发生的事情——被积出的那一部分不见了。（事实上，如

果该被积出的部分不消失，那你就应当重申该原理，加上一些条件而保证其如此）

我们已经说过，在路线两端η必须是零，因为该原理要求只有在该变化曲线开始

并终结于那些选定点上时作用量才是一极小值。这条件就是 1 2( ) ( ) 0t tη η= = 。

所以该项积分结果为零。我们将其他各项都凑集起来并得到： 

  (15) ( ) ( )2

1

t

t
S mx U x tδ ′= − −⎡ ⎤⎣ ⎦∫ dtη

S 的变分现在就成为我们所希望得到的形式了——在该方括号内的各项全都乘

上了 ( )tη 并从 积至 。 1t 2t

我们得到了某种东西乘以 ( )tη 的积分总等于零，而不论η是什么，结果始

终为零。这意味着这个东西就是零。为什么呢？你可以想象这样对于任意做够小

的 ( )tη 都等于零的积分 

( ) ( )2

1

0
t

t
F t t dtη =∫  (16) 

这意味着当你将 ( )tη 取为 ( )F tα 时（其中α 是一个足够小的数），上面的关系

只有在 ( )F t 始终恒等于零的情况下才是成立的。 

因此，只有对于满足这复杂微分方程 
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( ) 0mx U x′− − =  (17) 

或者说 

( )U x mx′− =  (18) 

的那条路线，该作用量积分才将是一极小值。这个方程你是见过的，它不过就是

F mx= 罢了。因为左边势能微商的负值，那就是力。 

所以，至少对于一个保守系统来说，我们已证明了最小作用量原理会给出该

正确答案；也就是说，具有最小作用量的那条路线就是满足了 Newton 定律的那

条路线，就是粒子真实的运动路线。 

上面的论述实际上并未证明过它是一个极小点——也许是一个极大点。事实

上，它的确不必是一个极小点。所谓“最小”我们确实指的是，当你改变路线时，

值的第一级变化为零。并不要求是一个真正的“极小” 。在物理学中当你遇

到，某个“最小”原理的时候，通常所指的都是这个含义。 

S

如果足够细心的话，你还会发现上面的推导在一个小的细节上看起来不那么

正确，至少在数学上看来似乎不是特别严格。那就是，在我丢掉的“二阶和更高

阶项”中包含着正比于
2η 这样的项，而你知道，η是小量并不一定意味着η也

是一个小量。因此丢掉的正比于
2η 的这一项并不见得就比我保留下来的那些量

来得小，确实如此。但是，如果我们取这样的想象路径，它不仅与真实路径的差

别η很小，而且在任一时刻它们速度的差别η也是很微小的，那么，上面的推导

就没有任何问题了。在物理上我们总是这样做的：如果在推导过程中遇到某些任

意函数，人们通常总是假定它们有足够好的“行为”。在前面的推导中，我们这

里所说的足够好的“行为”首先就是指η是可微的，其次，还必须要求η也是很

微小的。实际上，如果你愿意，你可以假设η有任意阶的导数，而且其各阶导数

都是很小的。重要的不是这些数学的细节，而是这样的假定能保证我们得到正确

的物理结论！ 

现在，我要对最小作用原理作一些讨论。这个原理宣称从一处到另一处的某

一积分是一极小值——这会告诉我们有关全过程的某种东西——它是关于整个
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路线的全面描述。它与一个宣称当你沿路线行进时，有一个力在使它加速的定律

相比在其特性上是有很大差别的。现在，我想要解释的第一件事是：在有了这一

类最小作用原理时，为什么还会有微分定律。原因是这样的：试考虑在时间和空

间中的那条实际路线。沿这—真实路线，S 是

一极小值。让我们假定已有了该真实路线，

而它在空间和时间上既通过某一点 ，又通

过另一附近之点b [见图 7]。现在，如果从

至 整个积分是一极小值，那么沿a至b的

那一小段该积分也就应该是一极小值。因为

不然的话，你仅仅通过把这一部分路程拨来

拨去就可使整个积分值稍为降低一点。 
1t 2t  

图 7 

t

x

a

a
b

1t

2t

所以在这条路线中的每一小段上也应该

都是—个极小值。并且不管该小段如何短，这都必然正确。因此整个路线会给出

一极小值的原理，也可说成是路线上的每一无限小线段也各具有能给出一最小作

用量的那种曲线。现在若我们取路线上足够短的一段——在十分靠近的a与b两

点之间——那么，因为你在那整整一小段路线上几乎总是呆在同一个地点，在遥

远处势能如何逐点变化就是无足重轻的了，你必须加以讨论的唯一东西就是势能

中的第一阶变化。答案只能取决于势能的微商而不是在各处的势能。所以关于整

条路线的总性质的陈述就变成对一小段路线会发生的事情的陈述——一种微分

式描述。而这一种微分式描述就仅仅涉及到势能的微商，也就是在该点上粒子受

到的力。这就是在总体定律与微分定律之间的关系的一种定性解释。 

我想要说明的另一件事是：从微分的观点，粒子的运动是容易理解的。由于

粒子受到力的作用，所以它的速度发生了变化，又由于粒子有速度，所以位置也

改变了。换言之，每一时刻当粒子获得一加速度时仅仅知道在该时刻应该做什么。

可是如果你讲粒子会做出决定以选取将能给出最小作用量的那条路线，这就完全

是另一回事了。粒子怎么能知道周围其他的路线作用量来得要更大呢？或者说粒

子会对不同路线的作用量进行比较吗？答案是肯定的！这必须用量子的观点来解

释。整个量子力学（对于非相对论情况，并略去电子自旋）是这样工作的：一个
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粒子从时刻 所处的点1出发，将在 到达点2的几率，等于一个几率幅的平方。

每一个可能路线都会对几率幅有贡献，而总幅则是所有这些贡献之和。对于每个

我们能想象出来的轨道

1t 2t

1S

2S
3S

几率

图 8 

( )

2
=

∝ exp

几率 几率幅之和

几率幅 i S

( )x t ，就得算出一个幅来，然后再把它们都相加起来。

上述的作用量积分就告诉我们关于一单独路线所应有之幅如何，它正比于某一常

数乘exp( )i S ，其中 就是对于该路线的作用量。这就是说，如果我们用一

复数来表示幅的周相，那相角就是

S

S 。作用量 具有能量乘时间的那种量纲，

而普朗克常数 也具有这同一量纲。它是判定量子力学在什么时候才显得重要的

一个常数。 

S

这里就是它工作的原理：假设对所有路线，S 比起 来都很大（譬如说点1

和点2相距很远，或者说当所考察的空间尺度很大时，另一种情况，如果质量很

大时）。当然此时每一路线都会贡献某一定之幅。但是，因为 非常巨大，即使

一个小小的S 变化也就意味着一个完全不同之相——因为 竟是那么小。所以在

取该总和时，互相靠近的路线一般都会将其效应互相抵消——除了一个区域以

外，而这个区域就是当一条路线与其邻近路线在第一次近似上全都会给出同一个

周相时（更准确地说，在 范围内的同一个作用量）。只有那些路线才算重要。

因此，在普朗克常数 趋于零的极限情况下，正确的量子力学可以总结成简单的

一句话：“忘记所有这些几率幅吧。该粒子会在一条特殊路线上行进，那就是在

S
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其中 不会在第一次近似上发生变化的路线”。这就是最小作用原理与量子力学

之间的关系。我刚才讲粒子会选择路径或者说会对不同的路径进行比较，现在我

们看到，这种选择、比较是通过位相的相消来实现的。 

S

接下来，我将说明在前面推导过程中的所遇到的一些量的正式的概念。首先，

那个经过对时间积分就可以得到作用量S 的函数称为 Lagrange 函数，在抛物体

的例子中，它只是粒子的速度和位置的函数，而对于其他更加一般的情形，它还

可能明显地依赖于时间，因此，Lagrange 函数通常用 

( ), ,L L x x t T U= = −  (19) 

( )x t表示。其次，尝试路线 与真实路线 的微小差别( )x t ( )tη 称之为 的变

分，通常记为

( )x t

( )x tδ ，或简单地写为 xδ [尽管 是一个函数，而这里我们将

其变化记为

( )x t

xδ 而不是dx，其原因在于这种变化并非由自变量 的改变所引起，

它是函数 本身作为整体的一个变化]，至于

t

( )x t ( )tη 则记为 xδ ，即 

( )d x
x

dt
δ

δ ≡  (20) 

这是 xδ 的确切含义。很多书上也把上式解释为 

dx d x
dt dt

δ δ=  (21) 

并把它作为变分运算的一个法则，也就是说：对于 来说，其对时间的微商

与变分这两种运算是可以交换的。 

( )x t

利用这些记号，最小作用原理也就可以写成 

  (22) ( )2

1

, , 0
t

t
S L x x t dtδ δ= ∫ =

这个 Sδ 是指当两个相邻路径的作用量差值的一阶项。当然我们要求 

( ) ( )1 2 0x t x tδ δ= =  (23) 

由于 
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( ) ( ) ( )

( )

2 2

1 1

2

1

, , , , , ,

, ,

t t

t t

t

t

S L x x t dt L x x x x t L x x t d

L x x t dt

δ δ δ δ

δ

= = + + − t⎡ ⎤⎣ ⎦

=

∫ ∫

∫
 (24) 

而括号中的这一项正是 Lagrange 函数 的变分，即 L

( ) ( ), , ,L L x x x x t L x x t,δ δ δ= + + −  (25) 

你也可以将方程(24)看作变分的另一个法则：变分与积分运算时可以交换的，当

然，你知道它不过是作用变分的定义而已。与前面同样的理由，函数 的这种变

化起源于路径 本身的改变，而不是来自自变量t的改变，因此我们不把它写

作dL，在变分运算中，t仅仅起着一个参量的作用。另外一点，在微积分中，

当你看到记号dx时，那就意味着这是一个无穷小量，也就是说，当你求此时函

数

L

( )x t

( )f x 的变化时是要取极限的，或者说，你仅仅需要保留 的那些一阶项。

类似地，在变分的计算中，

dx

δ 这个符号总是意味着所作的运算应该仅仅保留 xδ

的一阶小量，或者说 xδ 是一个无穷小的函数。因此，当我们把方程(25)右边第

一项按照 xδ x和δ 写成 Taylor 级数并且只保留到一阶项时，便得到了 

L LL x
x x

xδ δ δ∂ ∂
= +
∂ ∂

  (27) 

这里我们发现了变分δ 的一个最重要的运算法则，那就是：变分δ 作用于函

数上时，其规则几乎与微分d 的规则相同，即同样的满足链式法则，差别仅仅在

于前者后者不作用在时间 上，或者说t tδ 是等于零的。具体一点，对于函数

（当然你也可以取任意别的函数），你知道它的微分等于 ( , ,L x x t )
L L LdL dx dx dt
x x t
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

  (28) 

如果把所有微分符号“ ”换成变分符号“d δ ”，并令 tδ 等于零，那么我们就

得到了函数 的变分。 L
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稍微要加以解释的是，尽管 x和 x是满足某种关系的，但是，在用δ 或者

作用在函数 时，我们是将它们当作独立变量处理的。这样做有道理

吗？举个例子最容易明白。某个函数，比如

d

( , ,L x x t )
3( )f x x= 的微分我们知道是

23df x dx= 2( , ) 2f x x x x= ⋅，但是，你完全可以把这个函数写为 ，并在求

微分时把 x和 都看作独立变量： 2x

2 2 2 2
2 3f fdf dx dx x dx xdx x dx

x x
∂ ∂

= + = + =
∂ ∂

 (29)  

结果当然是一样的。 

继续我们前面的讨论。现在利用变分符号以及 Lagrange 函数我可以将作用量

的变分写为 

2

1

t

t

L LS x
x x

δ δ δ x dt∂ ∂⎛ ⎞= +⎜ ∂ ∂⎝ ⎠∫ ⎟  (30) 

接下来我们需要把括号中的项变为 xδ 乘以某个东西，你还记得 xδ 的含义就是

(d )x
dt

δ ，因此，对第二项做分部积分我们就得到 

2
2

1
1

t
t

t
t

L d L LS xdt x
x dt x x

δ δ δ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫
2

1

t

t

L d L xdt
x dt x

δ∂ ∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ (31

) 

同样的，完全积出的项（所谓端点项）等于零。由于上面的积分对于任何的 xδ

都等于零，因此，我们就得到了，满足微分方程 

0L d L
x dt x
∂ ∂

− =
∂ ∂

  (32) 

的路线就是那条使得作用量取最小值的路线，也就是那条真实的运动路线。 

当然，以上所作的一切不过是重复我们以前的工作，不过在这个过程中仍然

得到了一些非常重要的东西。首先，我们得到了一个直接用 Lagrange 函数表示

的方程(32)，这个方程就称为 Lagrange 方程，你很快就会领略到将动力学方程写
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成这种形式所带来的巨大优势。其次，同样特别重要的，我们得到了变分“δ ”

运算法则，总结一下， 

在微积分中，我们有了微分“ ”的基本性质或法则之后，对于任意函数的

微分就可以很容易地得到，而不必再求助于微分的定义通过极限来计算了。了解

了这一点，我想你也就很容易明白上面这些法则的重要性了。 

d

( )x t

现在我们看一下，怎样将 Lagrange 方程变为前面所得到的 Newton 方程。对

于势能为 ( )U x 的作一维运动的粒子，其 Lagrange 函数为 

 ( )21
2

L T U mx U x= − = −  (33) 

因此 

1．当作用于路径 上时，δ 与d d 可交换，即 t

d dx x x
dt dt

δ δ δ= =  

实际上，你也很容易证明，对任意的函数这个关系都是成立的，即 

d df f
dt dt
δ δ=   

2．δ 与积分运算可以交换。 

3．δ 作用于函数上时满足链式法则，即 

( ), , f f ff x x t x x t
x x t

δ δ δ δ∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

 

4．δ 对时间没有作用，即 0tδ = ，因此 

( ), , f ff x x t x x
x x

δ δ δ∂ ∂
= +
∂ ∂
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( )          

L U
x x
L d L dmx mx mx
x dt x dt

∂ ∂
= −

∂ ∂
∂ ∂

= ⇒ = =
∂ ∂

  (34) 

你看到 Lagrange 方程实际上就是 

Umx F
x

∂
= − =

∂
  (35) 

正是 Newton 方程。 

d L
dt x
∂
∂

dL
dt

在得到 这个过程中，我们是否可以先计算 ，然后再求它对于的偏

导数呢？试着做一下，拿我们前面抛物体的运动为例，此时
21

2
L mx mgx= − ， 

( )d L d mx mx
dt x dt
∂

= =
∂

  (36) 

而 

( )dL mxx mgx mx mg
x dt x
∂ ∂

= − = −
∂ ∂

  (37) 

因此，一般来说， 

d L dL
dt x x dt

∂ ∂
≠

∂ ∂
  (38) 

这一点是要特别提醒的！ 

最后，我想就上述问题谈论一些普遍化可能性。第一，可以推广至三维，即

不只是 1x 2x 3xx，我宁愿有 、 和 各作为t之函数；此时作用量更为复杂些。对

于三维运动，你必须用到完整的动能式—— 2m 倍于整个速度的平方。这就是

说， 

1
2 i iT mx= x  (39)  

1x 2x 3x并且，势能也是 、 和 的函数。而路线究竟如何呢？路线是在空间中某一
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条普遍曲线，不容易画出来的，但意思却都是一样。不过以前的 xδ 又是怎么回

事？噢，这时候它应该有三个对应的分量。你可以在 1x 2x 3x、 或 方向上——也

可以同时在所有三个方向上移动路线。所以 ( )1 2 3, ,r x x xδ δ δ δ= 该是一个矢

量。然而这样做实际上并未曾把事情弄得过于复杂。由于只有第一阶的变分必须

为零，我们便可以通过三个连续移动而进行计算。可仅仅在 1x 方向上移动 1xδ ，

而申明它的系数应等于零。这样就得到一个方程，然后又在 2x 方向上移动而得

到另一个方程。又在 3x 方向上得到第三个。当然或者按照你所喜欢的任一种次

序进行。无论如何你已得到了三个方程。而牛顿定律实际上就是在三维中的三个

方程——对每一分量就有一个。我想你实际上能够明白，这一定会行得通，但这

个三维问题仍留给你自己去作证明。顺便提一下，你本来也可以来用任一种你所

喜欢的坐标系，诸如极坐标或其他坐标，从而看出如果在半径、角度、或其他坐

标上各有一个移动将会发生的事情，便会立即得出适用于该坐标系的牛顿定律。 

举一个例子。考虑各向同性平面（二维）谐振子的运动。这时动能 

( 2 2
1 2

1
2

T m x x= + )  (40) 

而势能 

( 2 2
1 2

1
2

U k x x= + )  (41) 

因此 Lagrange 函数 

( ) (2 2 2 2
1 2 1 2

1 1
2 2

L T U m x x k x x= − = + − + )  (42) 

每个坐标（这里我们先用笛卡尔坐标）对应一个 Lagrange 方程，所以运动方程

为 

(0 i
i i

L d L dkx mx
x dt x dt
∂ ∂

= − = − −
∂ ∂

)i  (43) 

即 

( )0,     1,2i imx kx i+ = =  (44) 
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这两个方程对应两个有相同频率（这正是各向同性的含义）的 1 维谐振子的运动。 

但是，你完全可以采用别的坐标系，比如极坐标系，Lagrange 函数用极坐标

表示就是 

( )2 2 21 1
2 2

L T U m r r krθ= − = + − 2  (45) 

而r 和θ 的运动仍然遵循 Lagrange 方程，即 

0,     0L d L L d L
r dt r dtθ θ

∂ ∂ ∂ ∂
− = −

∂ ∂ ∂ ∂
=  (46) 

把 Lagrange 函数代入就得到了 满足的方程 r

( )2 0 0mr kr mr m r r krθ − − = ⇒ − − =2θ  (47) 

它正是我们熟悉的 Newton 方程的径向部分，而θ 满足的方程则是切向的 Newton

方程 

( ) ( )2 0 2d mr m r r
dt

θ θ 0θ= ⇒ + =  (48) 

这是一个中心力问题，粒子受到的力的切向分量为零。上面第一个式子括号中的

量实际上正是粒子相对于力心的角动量，因此，这个方程的含义是讲：角动量是

一个守恒量！ 

同样，这一方法也可推广至任何数目的粒子。例如，如果你有 个粒子，在

它们之间作用着力，因而就有一个相互势能，那么你只要将这 粒子的动能相加

并取它们间的互作用作为其势能。对此你想要变化什么东西呢？势必变化 个粒

子的路线（第 个粒子位置的变化为

n
n

n

arδa ）。于是，对于在三维中运动的n个粒

子的体系，就总共有 个方程。你可以在 1x 2x 3x3n 方向、 方向和 方向上分别变

更每一个粒子的位置，因而就有3 个方程。而这正是理该如此的。其中每一个

粒子在受力作用时的加速度都由三个方程确定。 

n

再进一步，这种方案是否还可以推广到连续体系呢？ 答案是肯定的，不过

有关这方面的内容我将在这门课的最后再来讨论。实际上，我们还可以推广到相

对论情形，这种推广并不难做到，因此，在这一章的后面我们就会来处理它。 
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( )U r实际上，我们还可以推广到相对论情形，例如具有势能 的粒子的运

动使得下面这个 Lagrange 函数 

( ) ( )
2

2 2
0 02 21 1 i ix xvL m c U r m c U x x x

c c
= − − − = − − − 1 2 3, , ,  

的积分取最小值。这个作用量积分的第一部分是粒子的静质量 乘以 再乘以

对于速度函数

2c0m
2 21 v c− 的积分。我将把这一作用量公式事实上确能给出那些

正确的相对论性运动方程这一问题的证明留给你们中作为练习。实际上，你将得

到运动方程
2 21p mv v c= −dp dt U= −∇ 。 的各分量，其中你会记起

我想要强调在一般情况下，比如在相对论公式中，那作用量的被积函数不再

具有动能减去势能的形式。那只有在非相对论性的近似上才正确的。例如，

2 2
0 1m c v c− 2

这一项就不是我们所称之为动能的了。对于在任一特定情况

下作用量应该是什么的问题必须通过某种尝试的办法来确定。这与首先确定什么

是运动定律的问题恰好相同。你只要对所已知的一些方程盘来盘去，看你能否把

它们纳入于最小作用量的形式之中。 

我刚才说过，我们得到了牛顿定律。这并非十分正确，因为牛顿定律还包括

象摩擦一类的非保守力。牛顿说ma等于任何 ，可是最小作用原理却只适用

于保守力系——那里所有的力都可以从一个势能函数获得。然而，你知道，在微

观的一级——即在物理学最深入的那一级——并没有非保守力。象摩擦力那样的

非保守力之所以出现乃是由于我们忽略了微观上的复杂性——实在有太多的粒

子有待分析。而所有基本的相互作用都是保守的，都可以置于最小作用原理的那

种形式上面。另一个在经典力学中很重要但这里我们还未加讨论的问题是体系运

动受限的情况，也就是所谓的约束问题。譬如限制在球面上的粒子的运动。不过，

假设你能在原子的水平上观测一下这个问题，那就会发现它们并不是紧贴在一起

的，粒子在运动过程中并不是严格地限制在球面上，而是不停地上下起伏，也就

是说，在原子的尺度上，并没有也不可能有什么约束存在，究其根源是因为

Heisenberg 测不准原理。实际上，当你想要在原子的尺度上描述一个宏观物体的

时候，就会发现你甚至连“物体”究竟指的是什么都无法说个明白，因为每一时

F
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刻都有一些原理脱离或者进入“物体”！ 

但是，即便对于这两种情况，我们仍然可以将它纳入到变分原理的框架中。

在后面的内容中，我将把注意力放在所有这些前面提到的推广上（暂不考虑相对

论效应）。 

 

附录：关于“最小”的一点说明 

对于粒子在重力场中的运动（为简单起见，我仍将假定粒子只有垂直方向的

运动），方程(7)所给出的任一假象路线 ( )x t 的作用量为 

( ) ( )

( )

( )

2

1

2

1

2 2

1 1

2

1

2

2 2

2

1
2
1 1
2 2

1
2

t

t

t

t

t t

t t

t

t

S m x mg x dt

mx mgx mx mg m dt

S mx mg dt m dt

S mx

η η

η η η

η η η

η

⎡ ⎤= + − +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞= − + − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

= + − +

= +

∫

∫

∫ ∫

( )mx mg− +2 2

1 1

2

1

2

2

1
2

1
2

t t

t t

t

t

dt m dt

S m dt

η η

η

+

= +

∫ ∫

∫

  (7) 

也就是说，不管η具有什么样的形式，也不管它是否是一个“小”的偏离，想象

路线的作用量总是比真实路线的要大。因此，在这个具体的例子中，真实路线的

作用量确实是最小的。这里关键处在于势能是坐标的线性函数。而由于在一个点

的充分小的领域中，势能函数是随着坐标线性变化的，由此我们可以得到一个结

论：当起点和终点相距足够近时，确切地说，当时间间隔非常小时（你可以考虑

一下粒子作周期性运动的情形），真实路线的作用量都是一个局部的极小值。当

时间间隔很长时，真实路线的作用量通常是一个鞍点（扭转点），也就是说，与

真实路线的作用量比较，某些假想路线的作用量要大，某些要小，而另一些则会

给出同样的数值。实际上，当时间间隔足够长时，真实路线的作用量除了在某些
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势场（譬如重力场）中是一个真正的极小值外，在其他场合都会是一个鞍点，它

不可能是一个极大值，换句话说，不可能任何一条想象路线给出的作用量都比真

实路线的要小。这一结论有赖于势能 ( )U x 二阶导数，我想具体的讨论就留给

你作为思考吧！ 

下面我们就来看一个真实路线的作用量取鞍点的例子。考察一个一维的谐振

子，如果令
2k mω= ，那么它的周期就可以表示为 2τ π ω= ，假设初始时粒

子静止并处在距离平衡位置为 0x 的地方，在一个周期之后它又回到了这个位置

（你也可以考虑粒子初始时刻具有某一个速度的一般情形），真实的路线为 

( ) 0 cosx t x tω=  

0x现在，我们想象如下一些运动，它们都从点 出发又在时间τ 后回到同一点 [图

9]： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

2

3

1sin
2

sin
3sin
2

x t x t t

x t x t t

x t x t t

α ω

α ω

α ω

= +

= +

= +

  

如果分别用S 以及 （ ）表示真实路线和上面的三类想象路线的作用

量（将每一时刻的动能减去势能，然后从

1,2,3i =iS

到t τ=0t = 在一个周期内积分），通

过直接计算你就可以很容易得到 

2
1

2

2
3

3
8

0
3
2

S S m

S S

S S m

π ωα

π ωα

− = −

− =

− =

  

也就是说，不管α 是多大的非零常数，第一类路线的作用量总是比小，第三类

路线的作用量总是比大，而第二类路线的作用量则恰好等于真实路线的作用量。 

当然，当α 很小时，你可以看到想象路线与真实路线的作用量之差在α 的第一
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次近似上是等于零的。 

t

x

2pêT

x0

xHtL
x1HtL

x2HtL

x3HtL
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