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量子力学常用积分公式 
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第一章 量子力学的诞生 

1.1 设质量为m 的粒子在谐振子势 22

2
1)( xmxV ω= 中运动，用量子化条件求粒子能量 E的可能取值。 

    提示：利用 )]([2,,2,1, xVEmpnnhxdp −===⋅∫           )(xV  

解：能量为 E 的粒子在谐振子势中的活动范围为 

                     ax ≤                   （1） 

其中a 由下式决定： 22

2
1)( amxVE
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ω==

=
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由此得         2/2 ωmEa =  ，                                   （2） 

ax ±= 即为粒子运动的转折点。有量子化条件 
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代入（2），解出 

     ,3,2,1, == nnEn ω                            （4） 

积分公式： c
a
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2222  

 

1.2 设粒子限制在长、宽、高分别为 cba ,, 的箱内运动，试用量子化条件求粒子能量的可能取值。 

解：除了与箱壁碰撞外，粒子在箱内作自由运动。假设粒子与箱壁碰撞不引起内部激发，则碰撞为弹性

碰撞。动量大小不改变，仅方向反向。选箱的长、宽、高三个方向为 zyx ,, 轴方向，把粒子沿 zyx ,, 轴三个

方向的运动分开处理。利用量子化条件，对于 x 方向，有 

( )∫ ==⋅ ,3,2,1, xxx nhndxp  

即                   hnap xx =⋅ 2    （ a2 ：一来一回为一个周期） 

ahnp xx 2/=∴ , 

同理可得，           bhnp yy 2/= ,  chnp zz 2/= , 
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科
大
科
院
考
研
网
  
专
业
提
供
中
科
院
考
研
真
题
及
资
料
  
ht
tp
:/
/w
ww
.k
ao
ya
nc
as
.n
et

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研













++=++= 2

2

2

2

2

222
222

2
)(

2
1

c
n

b
n

a
n

m
ppp

m
E zyx

zyxnnn zyx

π
 

 ,3,2,1,, =zyx nnn  

 

1.3 设一个平面转子的转动惯量为 I，求能量的可能取值。 

提示：利用 ,,2,1,
2

0
==∫ nnhdp

π

ϕ ϕ  ϕp 是平面转子的角动量。转子的能量 IpE 2/2
ϕ= 。   

解：平面转子的转角（角位移）记为ϕ。 

它的角动量
.
ϕϕ Ip = （广义动量）， ϕp 是运动惯量。按量子化条件  

                      
,3,2,1,22

0
===∫ mmhpdxp ϕ

π

ϕ π  

mhp =∴ ϕ ， 

因而平面转子的能量 

ImIpEm 2/2/ 222
== ϕ ， 

,3,2,1=m  

1.4 有一带电荷e质量m 的粒子在平面内运动,垂直于平面方向磁场是 B,求粒子能量允许值. 

(解)带电粒子在匀强磁场中作匀速圆周运动,设圆半径是 r ,线速度是 v ,用高斯制单

位，洛伦兹与向心力平衡条件是: 

r
mv

c
Bev 2

=        (1) 

又利用量子化条件,令 =p 电荷角动量  =q 转角ϕ  
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π

2
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0
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即    nhmrv =          (3) 

由(1)(2)求得电荷动能=
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nBemv
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=  

再 求 运 动 电 荷 在 磁 场 中 的 磁 势 能 , 按 电 磁 学 通 电 导 体 在 磁 场 中 的 势 能

=
c
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cc

***** 2π
==

场强线圈面积电流场强磁矩
, v是电荷的旋转频率, 

r
vv
π2

= ,代入前式得 
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运动电荷的磁势能=
mc

nBe
2


  (符号是正的) 

点电荷的总能量=动能+磁势能=E=
mc

nBe
2


  ( 3,2,1=n    ) 

 
1.5，1.6 未找到答案 

 

 

1.7（1）试用 Fermat 最小光程原理导出光的折射定律 

  αα 2211 sinsin nn =  

（2）光的波动论的拥护者曾向光的微粒论者提出下述非难：  

如认为光是粒子，则其运动遵守最小作用量原理 ∫ = 0pdlδ  认为 mvp = 则 ∫ = 0pdlδ 这将导得下述折

射定律 

αα 1331 sinsin nn =  

这明显违反实验事实，即使考虑相对论效应，则对自由粒子： 2c
Evp = 仍就成立，E 是粒子能量，从一种

媒质到另一种媒质 E 仍不变，仍有 ∫ = 0pdlδ ，你怎样解决矛盾？ 

（解）甲法：光线在同一均匀媒质中依直线传播，因此自定点 A 到定点 B 的

路径是两段直线：光程 

QBAQI nn 21 +=  

设 A，B 到界面距离是 a,b(都是常量)有 

αα 2211 secsec baI nn +=  

又 AB 沿界面的投影 c 也是常数，因而α1，α 2 存在约束条件： 

cbtgatg =+ αα 21    （2） 

求(1)的变分,而将α1 ,α 2 看作能独立变化的,有以下极值条件  

0secsec 22221111 =+= ααααααδ dtgbtgaI ndn   (3) 

再求（2）的变分   0secsec 22
2

11
2 ==+ cdba d δαααα  
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(3)与(4)消去 α1d 和 α 2d 得 

αα 2211 sinsin nn =       (5) 

[乙法]见同一图,取 x 为变分参数,取 0 为原点，则有: 

   )( 22
2

22
1 xcbxaI nn −+++=  

求此式变分,令之为零,有：  0
)(

)(
22

2

22

1 =
−+

−
−

+
=

xcb

xxc

xa

xx
I nn δδ
δ  

这个式子从图中几何关系得知,就是(5). 

(2)按前述论点光若看作微粒则粒子速度 v 应等于光波的群速度vG 光程原理作 0=∫ dlvGδ ,依前题相速

vv
G

p

c 2

= ,而 cnc

vv
p

G ==
2

, n 是折射率, n 是波前阵面更引起的,而波阵面速度则是相速度vp
,这样最小作用

量原理仍可以化成最小光程原理. 

∫ = 0ndlδ  

前一非难是将光子的传播速度v看作相速度vp
的误解. 

 
1.8 对高速运动的粒子(静质量m )的能量和动量由下式给出: 

2

2

2

1
c
v

mcE
−

=         (1) 

2

2

2

1
c
v

mvp
−

=         (2) 

试根据哈密顿量    2242 pccmEH +==      (3) 

及正则方程式来检验以上二式.由此得出粒子速度和德布罗意的群速度相等的关系.计算速度并证明它大于光

速. 

(解)根据(3)式来组成哈氏正则方程式组:
pq

ii

H
∂
∂

=
⋅

,本题中 vqi
=

⋅

, ppi
= ,因而 

   
2242

2
2242

pccm
pcpccm

p
v

+
=+

∂
∂

=    (4) 

从前式解出 p (用v表示)即得到(2).又若将(2)代入(3),就可得到(1)式.  

  其次求粒子速度 v 和它的物质波的群速度vG 间的关系 .运用德氏的假设: kp = 于(3)式右方 , 又用
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ω=E 于(3)式左方,遍除h : 

)(22
2

42

kkccm ωω =+=


 

按照波包理论，波包群速度vG 是角频率丢波数的一阶导数： 

22
2

42

kccm
kvG +
∂
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=


 

   =
2242

2

22
2

42

2
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kccm
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+
=

+


 

最后一式按照（4）式等于粒子速度v，因而 vvG = 。  

又按一般的波动理论，波的相速度vG 是由下式规定  

kvp

ωυλ ==     （υ是频率） 

利用（5）式得知 

cc
k
cmvp >+= 2

22

42



     （6） 

故相速度（物质波的）应当超过光速。 

最后找出vG 和vp
的关系，将（1）（2）相除，再运用德氏波假设： 

 

vG

c
v

c
kp

E 22

===


ω
，  

vv
G

p

c 2

=    （7） 

 
 

 

 

 

 
补充： 

1.1 设质量为 m的粒子在一维无限深势阱中运动，  





<<
><∞

=
ax

axx
xV

0,0
,0,

)(  

试用 de Broglie 的驻波条件，求粒子能量的可能取值。 
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解：据驻波条件，有        

                ),3,2,1(
2

=⋅= nna λ
 

na /2=∴λ                                             （1） 

又据 de Broglie 关系 

λ/hp =                                             （2） 

而能量 

( )
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242
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2

222

2

22

222

==
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==

n
ma

n
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nh
mmpE

π

λ
              （3）   

[1] 试用量子化条件,求谐振子的能量[谐振子势能 22

2
1)( xmxV ω= ]  

(解)(甲法)可以用 Wilson-Sommerfeld 的量子化条件式: ∫ = nhpdq  

 

在量子化条件中,令
⋅

= xmp 为振子动量, xq =  为振子坐标,设总能量 E 

则   
22

222 xm
m

PE ω
+=    )

2
(2

22 xmEmp ω
−=  

 

代入公式得: nhdxxmEm =−∫ )
2

(2
22ω

 

量子化条件的积分指一个周期内的位移,可看作振幅OA的四倍,要决定振幅 a ,注意在 A 或 B 点动能为

0, 22

2
1 amE ω= ,(1)改写为: 

nhdxxam
a

a
=−∫−

222 ω       (2) 

积分得: nham =πω 2  

遍乘
π
ω

2
1

得 

ω
π
ω

nhE ==
2
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[乙法]也是利用量子化条件,大积分变量用时间 t 而不用位移 x ,按题意振动角频率为ω ,直接写出位移 x ,用 t 的
项表示: 

taxq ωsin==  

求微分: tdtadxdq ωω cos==    (4) 

求积分: tmaxmp ωω cos==
⋅

   (5) 

将(4)(5)代量子化条件: 

nhtdtmapdq
T

==∫ ∫0
222 cos ωω  

T 是振动周期,T=
ω
π2

,求出积分,得 

nham =πω 2       ω
π
ω

nnhE ==
2

 

     3,2,1=n    正整数 

# 

[2]用量子化条件,求限制在箱内运动的粒子的能量,箱的长宽高分别为 .,, cba  

 (解)三维问题,有三个独立量子化条件,可设想粒子有三个

分运动,每一分运动是自由运动.设粒子与器壁作弹性碰撞,则每碰一次时,与此壁正交方向的分动量变号(如

pp xx
−→ ),其余分动量不变,设想粒子从某一分运动完成一个周期,此周期中动量与位移同时变号,量子化条

件: 

ppnqp x

a

xxxx
adxhd 22

0
=== ∫∫     (1)  

ppnqp y

b

yyyy
bdyhd 22

0
=== ∫∫    (2) 

ppnqp z

c

zzzz
cdzhd 22

0
=== ∫∫     (3) 

ppp zyx
,, 都是常数,总动量平方 222

zyx pppp ++= 总能量是: 
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m
nnn zyx ++  

= ])()()[(
8

222
2

cbam
h nnn zyx ++  

但 3,2,1,, =nnn zyx     正整数. 

# 
 
[3] 平面转子的转动惯量为 Ι ,求能量允许值. 
(解)解释题意:平面转子是个转动体,它的位置由一坐标（例如转角ϕ）决定,它的运动是一种 

刚体的平面平行运动.例如双原子分子的旋转.按刚体力学,转子的角动量 Ι ω ,但
⋅

= ϕω 是角速度,能量是 2

2
1 ωΙ=E  

利用量子化条件,将 p 理解成为角动量, q 理解成转角ϕ ,一个周期内的运动理解成旋转一周,则有 

nhdpdq =Ι=Ι=∫ ∫ ωπϕω
π

2
2

0
     (1) 

(1) 说明ω是量子化的 

(2) 
Ι

=
Ι

=
nnh

π
ω

2
     ( 3,2,1=n ……..)    (2) 

(3) 代入能量公式,得能量量子化公式:
Ι

=
Ι

Ι
=Ι=

2
)(

22
1 22

22  nnE ω      (3) 

# 
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第二章：函数与波动方程 

P69 当势能 )(rV 

改变一常量 C 时,即 crVrV +→ )()( 

,粒子的波函数与时间无关部分变否?能量本征值变

否? 

 (解)设原来的薛定谔方程式是 0)]([2
22

2

=−+ ψψ xVEm
dx
d



  

将方程式左边加减相等的量 ψC 得: 0]})([]{[2
22

2

=+−++ ψψ CxVCEm
dx
d



 

这两个方程式从数学形式上来说完全相同,因此它们有相同的解 )(xψ , 

从能量本征值来说,后者比前者增加了 C。 
 

设粒子势能的极小值是Vmin   证明 >En V min  

 (证)先求粒子在某一状态中的平均值能量 E  

xdrV
m

E 32
2

* )](
2

[∫∫∫ +∇−=
υ

ψψ 

 

其中动能平均值一定为正: 

xd
m

T 32
2

* )
2

(∫∫∫ ∇−= ψψ 

 

        = ∫∫∫ ∇∇−∇∇− τψψψψ d
m

}][{
2

**
2


 

        = ∫∫∫ ∫∫∫ ∇∇+∇⋅∇− τψψτψψ d
m

d
m

*
2

*
2

2
)(

2


 

用高斯定理: τψψψψ d
m

sd
m

T
B

∇∇+⋅∇−= ∫∫∫∫∫ *
2

*
2

2
)(

2





 = ∫∫∫ ∇⋅∇
τ

τψψ d
m

*
2

2


 

中间一式的第一项是零 ,因为ψ 假定满足平方可积条件 ,因而 0>T 因此  VVTE >+= ,能让能量平均值 

VV min> 因此 VE min>  

令 ψψ
n

= (本征态)则 EnE = 而 VEn min> 得证 

 

2.1 设一维自由粒子的初态 ( ) /00, xipex =ψ ， 求 ( )tx,ψ 。 
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解：    ( )
/

2

2
0

0

,










−

=
t

m
p

xpi

etxψ  

 

2.2 对于一维自由运动粒子，设 )()0,( xx δψ = 求
2),( txψ 。 

    （解）题给条件太简单，可以假设一些合理的条件，既然是自由运动，可设粒子动量是 p ，能量是 E，为了

能代表一种最普遍的一维自由运动，可以认为粒子的波函数是个波包（许多平面波的叠加），其波函数： 

               pdeptx
iEpxi

p

)(
)(

2
1),(

−∞

−∞=∫= 



φ
π

ψ        （1） 

这是一维波包的通用表示法，是一种福里哀变换，上式若令 0=t 应有 

     pdepx
pxi

p




∫
∞

−∞=
= )(

2
1)0,( φ
π

ψ                 （2） 

但按题意，此式等于 )(xδ 。但我们知道一维δ 函数一种表示是： 

kdex ikx

k∫
∞

−∞=
=

π
δ

2
1)(                      （3） 

将（2）（3）二式比较：知道


pk = ，并且求得
π

φ
2
1)( =p ，于是（1）成为 

pdetx
iEpxi

p

)(

2
1),(

−∞

−∞=∫= 

π
ψ            （4） 

这是符合初条件的波函数，但 Ep, 之间尚有约束条件
m

pE
2

2

= （因为是自由粒子，总能量等于动能），

代入（4） 

pdetx
p

i
m

ppxi

∫
∞

−∞=

−
=

)
2

(
2

2
1),( 

π
ψ            （5） 

将此式变形成高斯积分，容易得到所需结果： 

      pdeetx
p

imxp
m
it

t
imx

∫
∞

−∞=

−−
=

)
2

(
22

2

2
1),( 

π
ψ  

利用积分
α
πξαξ =∫

∞

∞−

− de
2

 ： 

     
ti

metx t
imx π

π
ψ 





2
2

1),( 2

2

=  

写出共轭函数（前一式 i 变号）： 
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ti
metx t

imx

−
=

− π
π

ψ 





2
2

1),( 2

2

 

    
t

m
t

mtx




 π
π

π
ψ

2
2

)2(
1),( 2

2 =×=  

本题也可以用 Fresnel 积分表示，为此可将（6）式积分改为： 

dp
t

mxp
m
tidp

t
mxp

m
t 22 )](

2
[sin)](

2
[cos −−− ∫∫

∞

∞−

∞

∞−


 

用课本公式得 t
imx

e
t

mi
tx
tx











2
*

2

)1(
2
1

),(
),( π

πψ
ψ

= ，两者相乘，可得相同的结果。 

 

2.2 设一维自由粒子的初态 ( ) ( )xx δψ =0, ，求 ( ) 2, txψ 。 

提示：利用积分公式   ( ) ( ) 2sincos 22 πξξξξ == ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

dd   

或         [ ] [ ]4expexp 2 ππξξ idi =∫
+∞

∞−

。 

解：作 Fourier 变换：  ( ) ( )∫
+∞

∞−

= dpepx ipx 



ϕ
π

ψ
2
10, ， 

( ) ( )




π
δ

π
ϕ

π
ϕ

2
1)(

2
10,

2
1

=== ∫∫
+∞

∞−

−
+∞

∞−

− dxexdxexp ipxipx
， 

( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

−=∴ dpeptx Etpxi 



/

2
1, ϕ
π

ψ             （ mpE 22= ） 

∫
∞+

∞−














−−

= dpe
pxt

m
pi
2

2

2
1 

π
 ∫

+∞

∞− 
















 −−= dp

t
mxp

m
ite timx

2
2

2
exp

2
1 2





π
 

令 

2
2

2






 −=

t
mxp

m
t


ξ ，则 

( ) 















−=⋅⋅=⋅= −

+∞

∞−

−∫ 42
exp

2
2

2
12

2
1,

2
4/22 222 π

π
π

π
ξ

π
ψ πξ

t
mxi

t
mee

t
mde

t
metx itimxitimx











  

( )
t

mtx
π

ψ
2

, 2 =  。 
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2.3 设一维自由粒子初态为 ( )0,xψ ，证明在足够长时间后 ( ) [ ] 





⋅



⋅−=

t
mx

t
imxi

t
mtx



ϕπψ
2

exp4exp,
2

 

式中 ( ) ( )∫
+∞

∞−

−= dxexk ikx0,
2
1 ψ
π

ϕ 是 ( )0,xψ 的 Fourier 变换。提示：利用 ( )xee xii δ
π
α απ

α
=−

∞→

24/lim 。 

证：根据平面波的时间变化规律 

( )tkxiikx ee ω−→  ，     mkE 22
 ==ω ， 

任意时刻的波函数为 

( ) ( ) ( )dkektx mkkxi 2/t2

2
1, −+∞

∞−∫= ϕ
π

ψ  

( )

















 −−⋅= ∫

∞+

∞−

2
2/

2
exp

2
1 2

t
mxk

m
tikdke timx





 ϕ
π

             （1） 

当时间足够长后（所谓 ∞→t ） ，上式被积函数中的指数函数具有δ 函数的性质，取 

mt 2=α  ， 





 −=

t
mxku


，                           （2） 

参照本题的解题提示，即得 

( ) ( )∫
+∞

∞−

− 





 −⋅≈ kd

t
mxkke

t
metx itimx



 δϕπ
π

ψ π 4/2 2
2
1,

2

 







= −

t
mxee

t
m timxi



 ϕπ 2/4/ 2

                                （3） 

( )
2

2, 





≈

t
mx

t
mtx



ϕψ                                          （4） 

物理意义：在足够长时间后，各不同 k 值的分波已经互相分离，波群在 x 处的主要成分为 tmxk = ，即

mktx = ，强度 ( ) 2kϕ∝ ，因子 tm  描述整个波包的扩散，波包强度 t12 ∝ψ 。 

设整个波包中最强的动量成分为 0k ，即 0kk = 时 ( ) 2kϕ 最大，由（4）式可见，当 t 足够大以后，
2ϕ 的最

大值出现在 0ktmx = 处，即 mtkx 0= 处，这表明波包中心处波群的主要成分为 0k 。 

 

2.4——1.7 
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2.5 设质量为m 的粒子在势场 )(rV 

中运动。 

（a）证明粒子的能量平均值为 wrdE ⋅= ∫ 3
， ψψψψ V

m
w **

2

2
+∇⋅∇=



   （能量密度） 

（b）证明能量守恒公式  0=⋅∇+
∂
∂ s

t
w



， 







∇

∂
∂

+∇
∂
∂

−= *
*2

2
ψψψψ

ttm
s 

  （能流密度）  

证：（a）粒子的能量平均值为（设ψ 已归一化） 

VTrdV
m

E +=







+∇−= ∫ 32

2
*

2
ψψ 

                                （1） 

∫= ψψ VrdV *3    

( ) ( ) ( )[ ]∫∫ ∇⋅∇−∇⋅∇−=







∇−= ψψψψψψ **3

2
2

2
*3

22
rd

mm
rdT 

     （2） 

其中T 的第一项可化为面积分，而在无穷远处归一化的波函数必然为0 。因此    

ψψ ∇⋅∇= ∫ *3
2

2
rd

m
T 

                                 （3） 

结合式（1）、（2）和（3），可知能量密度 ,
2

**
2

ψψψψ V
m

w +∇⋅∇=


    （4） 

且能量平均值        ∫ ⋅= wrdE 3  。 

（b）由（4）式，得 

















∂
∂

+
∂
∂

+⋅−∇=









+∇−

∂
∂

+







+∇−

∂
∂

+⋅−∇=

∂
∂

+
∂
∂

+





























∇

∂
∂

+∇
∂
∂

−















∇

∂
∂

+∇
∂
∂

⋅∇=

∂
∂

+
∂
∂

+







∇

∂
∂

⋅∇+∇⋅∇
∂
∂

=
∂
∂ ∗

*
*

*2
2

2
2*

*
*

*22
*

*
*2

***
2

tt

2t2t

tttttt2

tt
)

t
()

t
(

2

ψψψψ

ψψψψ

ψψψψψψψψψψψψ

ψψψψψψψψ

Es

V
m

V
m

s

VV
m

VV
mt

w









 

t
Es
∂
∂

+⋅−∇=
ρ

     （ ρ  ：几率密度） 
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s⋅−∇=      （定态波函数，几率密度 ρ 不随时间改变） 

所以         0=⋅∇+
∂
∂ s

t
w



 。 

粒子满足含时间薛定谔方程及其共轭方程式： 

   Ψ∇+Ψ∇−=
∂
Ψ∂ 2

2

2mt
i 

             **2
2*

2
Ψ∇+Ψ∇−=

∂
Ψ∂

−
mt

i 

  

又设 ][
2

*
*2

Ψ∇
∂
Ψ∂

+Ψ∇⋅
∂
Ψ∂

−≡
ttm

S 



则有 

S
tttt

S
t

W 

⋅−∇=
∂
Ψ∂

∂
Ψ∂

−
∂
Ψ∂

∂
Ψ∂

+⋅−∇=
∂
∂ **

 

公式⑵得证。 

 

2.6 考虑单粒子的 Schrödinger 方程 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )trriVrVtr
m

tr
t

i ,,
2

, 21
2

2


 ψψψ ++∇−=
∂
∂

    （1） 

1V 与 2V 为实函数。 

（a）证明粒子的几率（粒子数）不守恒。 

（b）证明粒子在空间体积τ 内的几率随时间的变化为 

( ) ∫∫∫∫∫∫∫∫ +⋅∇−∇−=
ττ

ψψψψψψψψ *32***3 2
2

rdVSd
im

rd
dt
d

S 





 

证：（a）式（1）取复共轭， 得 

 ( ) *
21

*2
2

*

2
ψψψ iVV

mt
i −+∇−=
∂
∂

−


                     （2） 

   ×*ψ （1）- ×ψ （2）,得 

( ) ( ) ( ) ψψψψψψψψψψψψψψ *
2

**
2

2
**22*

2
* 2

2
2

2
iV

m
Vi

mt
i +∇−∇⋅∇−=+∇−∇−=
∂
∂ 

  

( ) ( ) ( )ψψψψψψψψ *2*** 2
2 

 V
imt

+∇−∇⋅∇−=
∂
∂

∴             （3） 

即                 02 2 ≠=⋅∇+
∂
∂ ρρ



 Vj
t

 ， 

此即几率不守恒的微分表达式。 
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利用高斯定理将右方第一项变形： 

      ∫∫∫∫∫∫ +∇−∇⋅∇−=
∂
∂

ΩΩ

ΨΨΨΨΨΨ xdVxd
mit

P 3
2

*3** 2)}(
2

{




 

∫∫∫∫∫∫ +⋅∇−∇−=
ΩΩ

ΨΨΨΨΨΨ xdVSd
mi

3
2

*** 2)(
2 





             （3） 

如果粒子的运动范围是无限的，并且符合平方可积条件，则在无限远处 0→Ψ ， 0* →⋅∇ ΨΨ ，因而（3）式

的面积分等于 0。 

               ∫∫∫=
∂
∂

Ω

ΨΨ xdxV
t
P 3

2
* )(2



                         （4） 

这证明总几率 ∫∫∫=
Ω

ΨΨ xdP 3*
不守恒，因为 0≠

∂
∂

t
P

。 

 

 

（b）式（3）对空间体积τ 积分，得 

( ) ( ) ( )

( ) ψψψψψψ

ψψψψψψψψ

τ

τττ

*
2

3**

*
2

33***3

2
2

2
2

rVdSd
im

rVdrd
im

rd
t

S
∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫∫

+⋅∇−∇−=

+∇−∇⋅∇−=
∂
∂











 

上式右边第一项代表单位时间内粒子经过表面进入体积τ 的几率（ Sdj




⋅−= ∫∫  ） ，而第二项代表体积τ 中“产

生”的几率，这一项表征几率（或粒子数）不守恒。 

 

2.7——1.8 

 

2.8 在非定域势中粒子的薛定谔方程式是： 

      ( ) ( ) ( ) ( ) xdtxxxVtx
m

tx
t

i
x

′′Ψ′+Ψ∇−=Ψ
∂
∂

∫ 32
2

/

,
2

，，，





       （1） 

求几率守恒对非定域势的要求。此时，只依赖于波函数Ψ在空间一点的几率波是否存在？ 

        [解]按题意，是要求写出几率守恒的条件，从这个条件寻出 ( )xxV ′， 应当遵守的要求。几率守恒的条件

是： 
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                     03* =
∂
∂
∫∫∫ xd

t Ω

ΨΨ  

或                  03
*

* =′







Ψ

∂
Ψ∂

+
∂
Ψ∂

Ψ∫∫∫
Ω

xd
tt

                  (2 ) 

与[13]题类似，可写出[1]的共轭方程式： 

        ( ) ( ) ( ) ( ) xdtxxxVtx
m

tx
t

i
x

′′Ψ′+Ψ∇−=Ψ
∂
∂

− ∫∫∫ ′
3***2

2
*

2
，，，，





       (3 ) 

将[1]和[3]中的
t∂
Ψ∂

和
t∂
Ψ∂ *

想等同的式子代入到[2]式中去，就得到如下的条件： 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

1
2

33***

3*22*

=′⋅







′′−′′

+∇−∇−

∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫

∫∫∫

′ ′

xdxdtxxxVtxtxxxVtx

i
xd

mi

x xΩ

Ω

ΨΨΨΨ

ΨΨΨΨ

，，，，，，






 

将前式等号左方第一项变成面积分[高斯定理]，第二项变成六重积分： 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0][

1
2

33***

**

=′⋅′′−′′

+⋅∇−∇−

∫∫∫ ∫∫∫

∫∫

′

xdxdtxxxVtxtxxxVtx

i
sd

mi

x

s

，，，，，，






Ω

ΨΨΨΨ

ΨΨΨΨ
  (4 ) 

前式等号左方第一项由于波函数平方可积条件（ ( ) 时当， ∞→→Ψ→Ψ xx 00* ）可消去，因 ( )tx，Ψ 和

( )tx ，′Ψ 

形式相同, xx',x'xxx →→′对易， 对易： 

( ) ( ) ( )[ ] ( ){ } 0'' 33** =′⋅−′⋅∫∫∫ ∫∫∫
′

xdxdtxxxVxxVtx
xΩ

ΨΨ ，，，，


            （5） 

这积分式定积分，它等于零的可能性要求被积函数为零，即： 

             ( ) ( )xxVxxV ′=′ 

，， *  

因此 ( )xxV ′

， 必须是 xx ′

， 实函数。 

 
2.9 设 N 个粒子的哈密顿量为： 

][V
2

ˆ
1

2

1

2

ji

N

i
iji

N

i
rr

m
H 

−+∇−= ∑∑
==

         ⑴ 

),( 21 trrr N






Ψ 是它的任一态函数，定义： 

∑= ),(),( trtr i
 ρρ                 ⑵ 
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∑= ),(),( trjtrj i








                 ⑶ 

ΨΨ= ∫∫ *3
3

3
3

3
11 ),( Nrdrdrdtr 

ρ  

)(
2

),( *
11

*3
3

3
3

3
11 Ψ∇Ψ−Ψ∇Ψ= ∫∫ Nrdrdrd

im
trj 





 

求证： 0=⋅∇+
∂
∂ j

t
ρ

               ⑷ 

[证明]按定义： ),( tr
tt i

i
∑∂

∂
=

∂
∂ ρρ

 

∑ ∫∫ ΨΨ
∂
∂

= +−
i

Nii t
rdrdrdrd *3

1
3

1
3

1
3

  

∑ ∫∫ Ψ
∂
Ψ∂

+
∂
Ψ∂

Ψ= +−
i

Nii tt
rdrdrdrd )(

*
*3

1
3

1
3

1
3

  

∑∂
∂

=
i

i tr
t

),(ρ                   ⑸ 

多粒子的体系的状态 ),( 21 trrr N






Ψ 应当满足多粒子薛定谔方程式，写出这个方程式和其共轭方程式：   

∑∑ +∇−=
∂
∂

jk
jk

k
k v

mt
i ΨΨΨ )

2
( 2

2




                  （6a） 

∑∑ +∇−=
∂
∂

−
jk

jk
k

k v
mt

i **2
2*

)
2

( ΨΨΨ 

            (6b) 

将前二式等式右方的式子代替左方的
t∂
Ψ∂

，
t∂
Ψ∂ *

，代进式⑸ 

)(
2

*22*
1

3
1

3
1

3 ΨΨΨΨρ
kk

k
ii

i

im
rdrdrd

t
∇−∇−=

∂
∂ ∑∫∫ +−



  

    )(1 **
1

3
1

3
1

3 ΨΨ−ΨΨ−+ ∑∫∫ +− jkjk
jk

ii vv
i

rdrdrd


  

)(
2

*22*3
1

3
1

3
1

3 Ψ∇Ψ−Ψ∇Ψ⋅−= ∑∫∫ +− kk
k

Nii im
rdrdrdrd 

  

)(
2

**3
1

3
1

3
1

3 ΨΨΨΨ kkk
k

Nii im
rdrdrdrd ∇−∇⋅∇⋅−= ∑∫∫ +−



             ⑺ 

又待证的公式的等号左方第二项是： 
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),( trjj i
i

i
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∑∑ ⋅∇≡⋅∇ ]),(),()[( 1121 











 ++∇+∇+∇= trjtrj iii  

















),(),(),( 222111 trjtrjtrj iii ⋅∇+⋅∇+⋅∇= ∑ ⋅∇=
i

iii trj ),(


 

)(
2

**
,

3
1

3
1

3
1

3 ΨΨΨΨ iii
i

Nii rdrdrdrd
im

∇−∇⋅∇= ∑ ∫∫ +− 



    ⑻ 

∑ ∑∫∫∑ ∇−∇⋅∇=
∂
∂

=
∂
∂

+−
i

kkk
k

Nii
i

i

im
rdrdrdrd

tt
)(

2
**

,
3

1
3

1
3

1
3 ΨΨΨΨρρ 

      ⑼ 

将⑼式两个求和合一，注意到 ki ≠ 的项不存在，因而⑻⑼等值异号。 
 

2.10*设在曲线坐标（ 321 qqq ）中线元 ds 表为 ki
ik dqdqgds =2 ，写出这曲线坐标中的薛定谔方程式，写出球面

坐标系中的薛定谔方程式。 

（解） 3
3

2
2

1
1

dq
q
xdq

q
xdq

q
xdx

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= 同样关于 y,z 有类似的二式。（这里为书写方便 q 的上标改成下标。） 

*参看 Amer.J.Phys.Vol.41.1973-11 

2222 dzdydxds ++= 2
1

1

1

2

1

2

1

dq
q
z

q
y

q
x




















∂
∂

+







∂
∂

+







∂
∂

=  

2
2

1

2

2

2

2

2

dq
q
z

q
y

q
x




















∂
∂

+







∂
∂

+







∂
∂

+  

2
3

1

3

2

3

2

3

dq
q
z

q
y

q
x




















∂
∂

+







∂
∂

+







∂
∂

+  

21
212121

2 dqdq
q
z

q
z

q
y

q
y

q
x

q
x









∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+  

32
323232

2 dqdq
q
z

q
z

q
y

q
y

q
x

q
x









∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+  

13
131313

2 dqdq
q
z

q
z

q
y

q
y

q
x

q
x









∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+  

令 ）（
kixyz

ik q
x

q
xg
∂
∂

∂
∂

∑= 为坐标变换系数： 

设沿曲线坐标等势面的单位矢量是 321 aaa 

，， 则 

k
z

j
y

i
x

grad




∂
Ψ∂

+
∂
Ψ∂

+
∂
Ψ∂

=Ψ∇=Ψ  
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333

3

222

2

111

1

qg
a

qg
a

qg
a

∂
Ψ∇

+
∂
Ψ∂

+
∂
Ψ∂

=


 

              ( ) ][1
3322

1
1

332211

⋅⋅⋅+Ψ
∂
∂

= gg
q

a
ggg



 

( ) ][{1

111

3322

1332211

2

qg
gg

qggg
graddiv

∂
Ψ∂

∂
∂

=Ψ=Ψ∇                     

]}[][
333

2211

3222

1133

2 qg
gg

qqg
gg

q ∂
Ψ∂

∂
∂

+
∂
Ψ∂

∂
∂

+                （1） 

代入直角坐标薛定谔方程式： 

( ) ][][{
2 222

3311

2211

3322

1332211

2

321 qg
gg

qqg
gg

qggmg
tqqq

t
i

∂
Ψ′∂

∂
∂

+
∂
Ψ′∂

∂
∂

−=Ψ′
∂
∂ 

  

( ) ( )tqqqqqqV
qg

gg
q 321321

233

2211

3

]}[ Ψ′′+
∂
Ψ′∂

∂
∂

+          （2） 

但       ( ) ( ) ( ) ( ) }{ 321321321321 tqqqzqqqyqqqxtqqq ，，，Ψ=Ψ′  

         ( ) }{ 321 ⋅⋅⋅=′ qqqxVV  

在球坐标情形 θψθψθ cossinsincossin rzryrx === ，， 式正交坐标系 

1
222

11 =






∂
∂

+






∂
∂

+






∂
∂

=
r
z

r
y

r
xg  

rzyxg =






∂
∂

+






∂
∂

+






∂
∂

=
222

22 θθθ
 

θ
ψψψ

sin
222

33 rzyxg =







∂
∂

+







∂
∂

+







∂
∂

=  

代入后得  

( )Ψ′′+







∂
Ψ′∂

∂
∂

+









∂
Ψ′∂

∂
∂

+







∂
Ψ′∂

∂
∂

−=
∂
Ψ′∂

ψθ
ψθψ

θ
θ

θ
θ

θ

，，rV

r
r

rmrt
i

}
sin

1

sinsin{
sin2

2
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2
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( )Ψ′′+







∂
Ψ′∂

∂
∂

+









∂
Ψ′∂

∂
∂

+







∂
Ψ′∂

∂
∂

−=
∂
Ψ′∂

ψθ
ψψθ

θ
θ

θθ

，，rV

r
r

rmrt
i

}
sin

1

sin
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1{
2

2

2
2
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2.11——1.3 

 

2.11 写出动量表象中的不含时 Schrödinger 方程。 

解：经典能量方程    ( )rV
m

pE +=
2

2

  

在动量表象中，只要作变换 pp → ，
dp
dir 

→  

所以在动量表象中，Schrödinger 为： 

 ( ) ( )pEp
dp
diV

m
p ψψ =
















+ 

2

2

。 

                                                                                                                                                                                                                                          

 

2.11 写出动量表象中的薛定谔方程式。 
解：本题可有二种：A：含时间薛定谔方程式，B:定态薛定谔方程式。 
A：写出含时间薛氏方程式： 

             ( )ΨΨΨ xV
mt

i +∇−=
∂
∂ 2

2

2


                        （1） 

为将前式变换成动量表象，可写出含时间的表象变换式： 

           ( )
( )

( ) pdetptx xpi 3/
2/32

1
∫∫∫ ⋅=
τ

ϕ
π

Ψ 









，，             （2） 

           ( )
( )

( ) xdetxtp xpi 3/
2/32

1
∫∫∫ ⋅−=
τ

Ψ
π

ϕ 









，，              （3） 

为了能用（3）变换（1）式，将（1）式遍乘 ( )
hxpie /

2/32
1 



⋅−

π
，对空间积分： 

( ) xde
t

i xpi 3/
2/32

1








⋅−∫∫∫ ∂
∂Ψ

π
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( ) xde
m

xpi 3/2
2/3

2

2
1

2






 ⋅−∫∫∫∇
−

= Ψ
π

 ( )
( ) xdexV xpi ′+ ⋅−∫∫∫ 3/

2/32
1







ψ
π

 

左方变形 

      ( )
( ) ( )tp

t
ixdetx

t
i xpi ，，















ϕΨ
π ∂

∂
=

∂
∂ ⋅−∫∫∫ 3/

2/32
1

                   (4) 

等号右方第一积分是可以用三重积分的分部积分来变形的，这式写成标量： 

( )
( ) dxdydze

zyxm
zpypxpi zyx 





/
2

2

2

2

2

22

2/3 22
1 ++Ψ








∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

⋅
−

∫∫∫π
      (5) 

计算（5）的 x 部分分部积分法： 

( ) dxdydze
x

zpypxpi

z y x

zyx /
2

2
++∫ ∫ ∫ ∂

∂ ψ ( ) dydze
x

d zpypxpi

z y x

zyx /++∫ ∫ ∫ 






∂
Ψ∂

=  

dydze
x

zpypxpi

x y

zyx
∞

∞−

++∫ ∫ ∂
Ψ∂

= /）（ ( ) dxdydze
x

ip zpypxpix zyx 



/++∫∫∫ ∂
Ψ∂

−  

dydzde
ip

z y x

zpypxpix zyx Ψ−= ∫ ∫ ∫ ++ 



/）（  

dydze
ip zpypxpi

x y

x zyx
∞

∞−

++∫ ∫Ψ−= 



/）（ dxdydze
ip

z y x

zpypxpix zyx Ψ+ ∫ ∫ ∫ ++ 



/2 ）（
）（  

dxdydze
p

z y x

zpypxpix zyx Ψ−= ∫ ∫ ∫ ++ 



/
2

2
）（  

关于 2

2

2

2

zy ∂
∂

∂
∂

， 的积分按同法计算，（5）式的结果是 

( )
( ) dxdydzetx

ppp
m

xpizyx










/
2

2222

2/3 22
1 ⋅−Ψ










 ++
−⋅

−
⋅ ∫∫∫ ，

π
 

( )
( ) 

 /
2/3

2

2
1

2
xpietx

hm
p ⋅Ψ= ∫∫∫ ，

π
 

( )tp
m

p
，
ψ

2

2

=  

再计算（4）式右方第二积分 

( )
( ) ( ) xdetxxV xpi 3/

2/32
1









⋅′−∫∫∫ Ψ
τπ

，  

科
大
科
院
考
研
网
  
专
业
提
供
中
科
院
考
研
真
题
及
资
料
  
ht
tp
:/
/w
ww
.k
ao
ya
nc
as
.n
et

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



( )
( ) ( ) xdepdetpxV hxipxpi

p

3/3/
3 }{

2
1 ⋅−⋅′− ′′= ∫∫∫ ∫∫∫ 





 τ τ

ϕ
π

，  

( )
( ) ( ) pdxdexVtp xppi

p

′′= ⋅−′∫∫∫ ∫∫∫ 33/
3 }{

2
1









）（，
τ τ

ϕ
π

 

( ) ( ) pdtpppG
p

′′⋅′= ∫∫∫
τ

ϕ 3，，


                          （7） 

但最后一个积分中 

( )
( )

( ) xdexV
h

ppG xppi

p

3/
32

1




 ⋅−′−∫∫∫≡′ ）（，
τπ

 

τ 指坐标空间， pτ 指动量相空间，最后将（4）（6）（7）综合起来就得到动量表象的积分方程式如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) pdtpppGtp
m
ptp

t
i

p

′′′+=
∂
∂

∫∫∫
τ

ψψψ 3
2

2
，，，，


               （8） 

若要将定态薛定谔方程式从坐标表象变成动量表象，运算步骤和上面只有很少的差别，设粒子能量为 E，坐标表

象的薛氏方程： 

     ( ) ( )[ ] ( ) 0
2

2
2

=Ψ−+Ψ∇ xxVEx
m




 

动量表象方程也是积分方程式，其中 G（ pp ′

， ）是这个方程式的核（Kernel） 

( ) ( ) ( ) ( ) 0
2

2
2

=′′′−+− ∫∫∫ pdtpppGpEp
m

p

pτ

ψψψ ，，


             （9） 

 
2.12， 2.13，没找到 
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                    第三章： 一维定态问题 

P86 设粒子处在二维无限深势阱中， 
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求粒子的能量本征值和本征波函数。如 ba =  ，能级的简并度如何？ 
解：能量的本征值和本征函数为 
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这时，若 yx nn = ，则能级不简并;若 yx nn ≠ ，则能级一般是二度简并的（有偶然简并情况，如

5,10 == yx nn 与 2,11 '' == yx nn ） 

 
设粒子限制在矩形匣子中运动，即 
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求粒子的能量本征值和本征波函数。如 cba == ，讨论能级的简并度。 
解：能量本征值和本征波函数为 
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当 cba == 时， 
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=  

zyx nnn == 时，能级不简并； 

zyx nnn ,, 三者中有二者相等，而第三者不等时，能级一般为三重简并的。 

zyx nnn ,, 三者皆不相等时，能级一般为 6 度简并的。 
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为 12 重简并 

 
设粒子处在一维无限深方势阱中， 
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处于基态 )1( =n ，求粒子的动量分布。 
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动量的几率分布 ( ) 
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P115  1.利用 Hermite 多项式的递推关系（附录 A3。式（11）），证明 
谐振子波函数满足下列关系 
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并由此证明，在 nψ 态下，   2               ,0 nEVx ==  
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证：谐振子波函数     )()( 222
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 2.利用 Hermite 多项式的求导公式。证明（参 A3.式（12）） 
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3. 谐振子处于 nψ 态下，计算 ( ) 2
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对于基态， 2,0 =∆⋅∆= pxn ，刚好是测不准关系所规定的下限。 

 
4. 荷电 q 的谐振子，受到外电场ε 的作用， 

xqxmxV εω −= 22

2
1)(                                 （1） 

求能量本征值和本征函数。 
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0H 的本征函数为 )(222
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nn αψ α−= ，本征值 ( ) ω
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2
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现将 H 的本征值记为 nE ，本症函数记为 )(xnϕ 。 

式（1）的势能项可以写成     ( )[ ]2
0

2
0

2

2
1)( xxxmxV −−= ω  

其中              2
0 ωε mqx =                                            （3） 

如作坐标平移，令         0
' xxx −=                                         （4） 

由于          '
' p
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dip =−=−=                                       （5） 

H 可表成      2
0
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2
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2
xmxm

m
pH ωω −+=                                （6） 

（6）式中的 H 与（2）式中的 0H 相比较，易见 H 和 0H 的差别在于变量由 x 换成 'x ，并添加了常

数项 





− 2

0
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2
1 xmω ，由此可知 
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即 
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3.1——1.2 

 
3.2 对于无限深势阱中运动的粒子（见图 3-1）证明 

2
ax =     ）（）（ 22

22 61
12 πn
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并证明当 ∞→n 时上述结果与经典结论一致。 
解：写出归一化波函数： 

( )
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利用公式： 
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计算均方根值用 ( ) xxxxx ，）（
222 −=− 以知，可计算

2x  
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利用公式  px
p
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p
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p

pxdxx sin1cos2sin1cos 32
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  在经典力学的一维无限深势阱问题中，因粒子局限在（0，a）范围中运动，各点的几率密度看作

相同，由于总几率是 1，几率密度
a
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=ω 。 

2
1

00

axdx
a

xdxx
aa

=== ∫∫ ω  ，  
3

1 2
2

0

2 adxx
a

x
a

== ∫ ，  ( )
22222

23






−=−=−

aaxxxx ）（  

故当 ∞→n 时二者相一致。 
 
3.3）设粒子处在一维无限深方势阱中， 
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证明处于定态 )(xnψ 的粒子 
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2
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πn
aax −==  

讨论 ∞→  n 的情况，并于经典力学计算结果相比较。 
证：设粒子处于第 n 个本征态，其本征函数 
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在经典情况下，在 ( )a  ,0 区间粒子除与阱壁碰撞（设碰撞时间不计，且为弹性碰撞，即粒子碰撞后

仅运动方向改变，但动能、速度不变）外，来回作匀速运动，因此粒子处于 x x dx→ + 范围的几率

为 a
dx ，故 
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当 ∞→n 时，量子力学的结果与经典力学结果一致。 
 

3.3 设粒子处于无限深势阱中，状态用波函数 )()( xaAxx −=ψ 描述， 5

30
a

A = 是归一化常数，求

（1）粒子取不同能量几率分布。（2）能量平均值及涨落。 
(解)在物理意义上，这是一种能量的非本征态，就是说体系在这种态上时，它的能量是不确定的，薛

定谔方程是能量的本征方程，波函数不会满足薛氏方程式。但我们知道势阱中的粒子满足边界条件

的解是： 
 
（n=1,2,3, ……） 
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    ∫ ∫ −==
a a

n dx
a

xnxax
a

dxxxc
0 0

3
*

n sin)(60)()( πψψ       （2） 

利用积分公式： 

 ∫ +
−

= 2

sincossin
p

px
p

pxxpxdxx   

∫ +−= px
p

xpx
p

x
p

pxdxx sin2cos)2(sin 2

2

2
2  

于（2）式，可求得： ])1(1[602
33

n
n n

c −−=
π

         （3） 

此式只有为奇数时才不为 0，故只有量子数奇数的态 

}
)12(

)12(sin

3

3sin

1

sin
{19201)( 3333 ……+

−

−

+……++=
k

a
xk

a
x

a
x

a
x

πππ

π
ψ  （4） 

a
xn

a
xn

πψ sin2)( =
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仍是归一化的，故粒子具有能级 2

22

n 2ma
nE π

= 的几率是 

  66
2

33
* 960)604(

nn
cc nn ππ

==             （5） 

（2）能量的平均值可以按照已知几率分布的公式计算： 

2

222

66n
*

2
960

ma
n

n
EccE

n
nn

n

π
π

⋅∑=⋅∑= ∑=
n nam 424

2 1
2
960
π


（n 为奇数）                （6）       

根据福利衰级数可计算∑
n n4

1
(n 奇) 有几种方法，例如： 

∑ −
−

−=−=
n n

xnxxxy 4

3
2

)12(
)12cos(48

2
)23()(

π
ππ                     ( ππ <<− x ) 

上式中令 x=0 立刻得 

  ∑
∞

=

=……+++=
−1

4

4444 967
1

5
1

3
11

)12(
1

n n
π

                                    (7) 

代(6)式得 2

25
ma

E 

=  

    另一方法是直接依据题给的能量非本征态用积分法求平均值: 

      ∫∫ −
∂
∂

−−==
aA

dxxax
xm

xaxAdxHE
0

2
2

22
22

0

* ))(
2

)((ˆ ψψ  

      ∫ =−−⋅−=
a

ma
dxxax

ma 0
2

2
2

5
5)(2

2
30 

 

能够这样的原因是厄米算符. 

(3)能量的涨落指能量的不准度
22 )(EEE −=δ 现需求能量平方的平均值,这可利用前半题结果来

计算. 

  ∑ ∑ ⋅==
n n

nnn am
n

n
EccE 42

444

66
2*2

4
960 π
π ∑=

奇n nam 2422

4 1240
π



 

但∑ ∑
∞

= −
=

奇n k kn 2
22 )12(

11
 

关于此求和式 222
1

2 7
1

5
1

3
11

)12(
1

+++=
−∑

∞

=k k
也用福利衰级数 

   （展开区间
22
lxl

<<− ）此式中可取 1=l  ∑
∞

=

− −
−

−
==

1
2

1

2
)12(sin

)12(
)1(4)(

k

k

l
xk

k
lxxy π

π
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代入
2
1

=x 得 ∑ ∑
∞

=

∞

=

−

−
=−

−
−

=
1 1

22

12

)12(
1

2
)12sin(

)12(
)1(

8 k k

k

k
k

k
ππ

 

42

4
2 30

am
E 

= ,  2

2

42

4

42

4 52530
maamam

E 

=−=δ  

（补白）：本题若直接用积分求要利用厄米性：why？ 

   ∫ ∫= dxHHdxH )ˆ()ˆ(ˆ *2* ψψψψ  

 
3.4 没有答案 

3.5 一维无限深势阱中求处于 )(xnψ 态的粒子的动量分布几率密度
2)( pϕ 。 

   （解）因为
a

xn
a

xn
πψ sin2)( = 是已知的，所以要求动量分布的几率密度，先要求动量波函数，

这可利用福利衰变换的一维公式: dx
a

xne
a

p
a ipx

n ∫
−

=
0

sin2
2
1)( π
π

ϕ 



 

利用不定积分公式   ∫ +
−

= axax e
pa

pxppxapxdxe 22

cossinsin  

用于前一式得：

aipx

n ep
a

n
a

xn
a

n
a

xnip

a
p

022 )()(

cossin1)( 







−

−

−−
⋅= π

πππ

π
ϕ  

                     }
2

)1(1{2
22222

8






ipa
n e

npa
an −+−

−
=

π
π

 

                     






2
cos2 2

22222

3 pae
npa
an ipa

π
π

−
−

=    (n 奇数) 

                或者 






2
sin2 2

22222

2 pae
npa
ani ipa

π
π

−
−

= ，  (n 偶数) 

动量几率密度分别是 

  




2
cos

)(
4 2

222222

22 pa
npa
an
π
π

−
，  （n 奇数）    





2
sin

)(
4 2

222222

22 pa
npa
an
π
π

−
，      (n 偶数) 

 
3.5 设粒子处在一维无限深方势阱中， 





<∞
<

=
2       ,
2        ,0

),(
ax
ax

yxV  
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处于基态 )1( =n ，求粒子的动量分布。 

解：基态波函数为        
a
x

a
πψ cos2

1 =  ,          （参 P57，（12）） 
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a
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a
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a
ep

ap
a

iap
a

iap
a

iap
a

i

a

a

p
a

ip
a

i

a
xi

a
xia

a

ipx

a

a

ipx

−
=



















+
+

−
=






























−⋅







 +−

+











−⋅







 −

=









+=

+⋅=

⋅=∴







 +






 +−






 −−






 −

−

+−−

−

−

−

−

−

∫

∫
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π
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动量的几率分布
( ) 





2
cos4)()( 2

22222

3
2 pa

pa
app
−

==
π

πϕρ  

 
3.6 求不对称势阱中粒子的能量本征值。 

解：仅讨论分立能级的情况，即 20 VE << ， 

( )ψψ


EVm
dx
d −

=∴
2

2

2

 

当 ±∞→x 时， 0→ψ ，故有 

( )
( ) ( )

( )







−=<
<=<<+

−=<
=

−






EVmkxaeA
mEkaxkxA

EVmkxeA

xk

xk

222

111

2,,
2,0,sin

2,0,

2

1

πδδψ  

由 dx
d ψln

在 0=x 、 ax = 处的连续条件，得 

( )δδ +−== kakctgkctgk 21 k                          ,                       （1） 
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由（1a）可得             
12

sin
mV
k

=δ                                     （2） 

由于 kkk ,, 21 皆为正值，故由（1b），知 δ+ka 为二，四象限的角。 

因而      ( )
22

sin
mV
kka 

±=+δ                                            （3） 

又由（1），余切函数 ( )ctg 的周期为π ，故由(2)式， 

1

1
1 2

sin
mV
kn −+= πδ                                             (4) 

由(3)，得     
2

1

2
sin

mV
knka −−=+ πδ                                     (5) 

结合(4),(5)，得   
1

1
1

2

1
2 2

sin
2

sin
mV
kn

mV
knka  −− −−−= ππ  

或        
2

1

1

1

2
sin

2
sin

mV
k

mV
knka  −− −−= π                             （6） 

,3,2,1=n  

一般而言，给定一个n 值，有一个解 nk ，相当于有一个能级： 

m
k

E n
n 2

22


=                                           （7） 

当 12 VV ≠ 时，仅当      
1

212 sin
2

2
V
VmVa −−≥

π


 

才有束缚态 ，故 21,VV 给定时，仅当  









−≥ −

1

21

2

sin
22 V

V
mV

a π

             （8） 

时才有束缚态（若 VVV == 21 ，则无论V 和a 的值如何，至少总有一个能级） 

当 aVV ,, 21 给定时，由(7)式可求出n 个能级（若有n 个能级的话）。相应的波函数为: 

( )

( )
( ) ( ) ( )














−=>−

<<+

−=<

=
−−−









EVmkaxe
mV
k

A

axxkA

EVmkxe
mV
kA

n
axknn

n

nnn

n
xk

n

n

n

n

22
2

21

11
1

2,      , 
2

1

,0 ,                  sin

2,       0,                  
2

2

δψ  
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其中       ( )nnn kkaA 21 112 ++=  

 
 
3.6 试求在不对称势阱中粒子的能级。 

 
 [解] （甲法）：根据波函数标准条件，设定各区间的波函数如下： 

(x<0 区)： xkAe 1=Ψ                           （1） 

（0<x<a 区）：
xikxik CeBe 22 −+=Ψ               （2） 

（x>a 区）：
xkDe 3−=Ψ                         （3） 

但 ( ) /2 11 EVmk −≡     /22 mEk ≡  

    ( ) /2 23 EVmk −≡  

写出在连接点 x=0 处连续条件 
        CBA +=              （4） 

        )(21 CBikAk −=         （5） 

x=a 处连续条件 

          akaikaik DeCeBe 322 −− =+ （6） 

         akaikaik De
k
ik

CeBe 322

2

3 −− =− （7） 

（4）（5）二式相除得 

CB
CB

ik
k

+
−

=
2

1  

（6）（7）二式相除得 

aikaik

aikaik

CeBe
CeBe

k
ik

22

22

2

3
−

−

+
−

=  

从这两式间可消去 B，C，得到一个 321 kkk 间的关系 

( ) ( )
( ) ( ) aikaik

aikaik

eikkeikk
eikkeikk

k
ik

22

22

2121

2121

2

3
−

−

+−++
+−−+

=  
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                     ( )akkakki
akkakk

2221

2221

cossin
sincos

+
−

=  

解出 atgk2 ，得 

( ) ( )…=+
−
+

= ,2,1,0
21

2
2

212
2 nn

kkk
kkkatgk π         （8） 

最后一式用 E 表示时，就是能量得量子化条件： 

( )
( )( )EVEVE

EVEVE
amEtg

−−−

−+−
=

21

212


 

（乙法）在 0<x<a 区间中波函数表示为 

( ) ( )δ+=Ψ xkBx 2sin                   ( )′2  

现在和前一法相同写出边界条件： 
（在 x=0 处）    δsinBA =                     (9) 

                     δcos21 BkAk =                (10) 

(在 x=a 处)      ( ) akDeakB 3
2sin −=+ δ           (11) 

                     ( ) akDekakBk 3
222 cos −=+− δ     (12) 

（9）（10）相除得 

EV
E

k
ktg

−
==

11

2δ                (13) 

（11）（12）相除得 

( )
EV

E
k
kaktg

−
−=−=+

23

2
2 δ         (14) 

写出（13）（14）的反正切关系式，得到： 

πδ m
EV

Etg +
−

= −

1

1  

πδ n
EV

Etgak +
−

−=+ −

1

1
2  

EV
Etg

EV
Etgpak

−
−

−
−= −−

2

1

1

1
2 π  

或            
2

1

1

1
2 sinsin

V
E

V
Epak −− −−= π  

前述两法的结果形式不同，作为一种检验，可以用下述方法来统一。试将第二法所得的量子化条件，
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等号左右方取其正切： 

    左方  










−
−

−
−= −−

EV
Etg

EV
Etgptgatgk

2

1

1

1
2 π  

                
E

EV
E

EV
E

−
+

−
−= 21  

                
( )

( )( )EVEVE
EVEVE

−−−

−+−
=

21

21  

此结果与第一法相同。 
 
3.7——1.3  3.8——1.4   3.9——1.5 
 
3.10 设粒子（能量 0>E ）从左入射，碰到下列势阱（图），求阱壁处的反射系数。 

解：势阱为          




>
<−

=
.0,0
,0,

)( 0

x
xV

xV  

在区域Ⅰ上有入射波与反射波，在区域Ⅱ上仅有透射波。故 

( )




mEkCe
EVmkBeAe

xik

xikxik

2,
2,

22

011
2

11

==
+=+= −

ψ
ψ

 

由 )0()0( 21 ψψ = ，得       CBA =+ 。 

由 )0()0( '
2

'
1 ψψ = ，得    ( ) CkBAk 21 =− 。 

从上二式消去 c,  得      ( ) ( )BkkAkk 2121 +=− 。 

反射系数        
( )
( )2

21

2
21

2

2
2

kk
kk

A
BrR

+
−

===  

将 21 ,kk 代入运算，可得 

( ) 



<<−
>>

=
++

=
00

0
22

0
4

0

2
0

,41
,16

VEVE
VEEV

EEV

V
R  

 

3.11’ 考虑粒子 ( )0〈E 在下列势阱壁（ｘ＝０）处的反射系数。 

（解）本题中设想粒子从左侧入射。 
         在（x〈0〉区中有入射反射波 

    ( ) xikxih BeAex 11
1

−+=Ψ                                    （1） 

在（x>0 区）中仅有透射波 
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    ( ) xikCex 2
2 =Ψ                                             (2) 

但  ( ) /2 01 VEmk +=      /22 mEk =  

考虑在原点 0（x=0）处波函数Ψ（x）和一阶倒数 /Ψ （x）的连接性，有： 

( ) ( )00 21 Ψ=Ψ     即   CBA =+                                         (3) 

( ) ( )00 /
2

/
1 Ψ=Ψ     即   ( ) 21 CikikBA =+                                  (4) 

因按题意要计算反射系数Ｒ， 

                
A

B

J
J

R
入射几率波密度

反射几率波流密度
=  

     ( ) ( ) 2
1111

2
Ae

dx
dee

dx
de

m
iJ xikxikxikxik

A






 −= −−

 

                      
21 A

m
k

=  

同理            
21 B

m
kJ B


=                                              (5) 

 2

2

A

B
J
J

R
A

B == ，若求比值，可从（３）（４）消去Ｃ，得到： 

                

2

0

0
2

21

21
2












++

−+
=

+
−

==
EVE
EVE

kk
kk

A
BR  

 
3.11 试证明对于任意势垒，粒子的反射系数和透射系数满足Ｒ＋Ｔ＝１。 
（解）任意的势垒是曲线形的，如果Ｖ（x）没有给定，则Ψ（x）不能决定，因而无法计算各种几

率流密度。但如果附图所示Ｖ（x）满足二点特性： 

          (1)  ( ) 0lim VxV
x

=
∞→

 

          (2)  ( ) 0lim =
∞→

xV
x

 

我们近似地认为当 ∞→x 时波函数的解是 

     ( ) ( )( )/2 02
2 vEmkCex xik −==Ψ  

−∞→x 时波函数的解是 

     ( ) ( )/21
11 mEkBeAex xikxik =+=Ψ −  

但由于粒子几率流的守恒（V（x）是实数函数）：在数量上入射几率流密度 AJ  应等于反射的 BJ  和
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透射的 CJ  的和，即： 

                  CBA JJJ +=                                           (1) 

仿前题的算法，不必重复就可以写出： 

                 
222121 C

m
kB

m
kA

m
k 

+=                                (2) 

这里的（1）（2）是等效的，将（1）遍除 1J 得： 

A

C

A

B

J
J

J
J

+=1  即 RT +=1  得证 

将（2）式遍除
21 A

m
k

得另一种形式： 

2

2

1

2
2

2

1
A

C
k
k

A

B
+=  

3.12设

1
)( 0

+
−=

a
x

e

V
xV （见附图），求反射系数 k 。 

（解）设能量是正值 0>E ，要确定反射系数，我们需要将势场看成一

个势垒，同时要将波函数分解成入射波和反射波两部分。为此，首先对

粒子的薛氏方程式进行变换。 

  （1）自变量的变换：试令 

ξ=−=
− −

a
x

a
x e

e

1
                （1） 

则有
ξ
Ψξ

ξ
ΨξΨξξ

d
d

ad
d

dx
d

dx
d

adx
d

⋅−=⋅=⋅−=  

    )(2

2

ξ
Ψξ

ξ
ξΨ

d
d

ad
d

dx
d

dx
d

−= )1( 2

2

ξ
Ψ

ξ
Ψξξ

d
d

ad
d

aa
−⋅−−=

ξ
Ψξ

ξ
Ψξ

d
d

ad
d

a 22

2

2

2

+=  

代入薛氏方程式： 0
1

2 0
22

2

=
+

++ ΨΨ
）（

a
x

e

VEm
dx
d



        （2） 

得： 0
1

E2 0
2

2

2

2
2 =








−

+++ Ψ
ξ
ξ

ξ
Ψξ

ξ
Ψξ Vma

d
d

d
d



 

令      


0
10

22 mV
kmEk == ，  
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          0
1

2
2
12

02

2
2 =








−

+++ ξ
ξ

ξ
ξ
Ψξ

ξ
Ψξ akk

d
d

d
d

                              （3） 

  （2）波函数变换：为使微分方程式得到级数解，考察 ∞→x 时的情形，由（1）可知这相当于 0=ξ

的情形，方程式（2）简化成：           02
02

2

=Ψ+
Ψ k

dx
d

 

它的特解
xike 0 是或

xike 0−
，根据自变量变换式(1)，这相当于： 

aik0ξ  或 
aik0−ξ                                                    （4） 

可设       ）（）（ ξϕξξ aik0−=Ψ                                             （5） 

则有：     ϕξ
ξ
ϕξ

ξ
1

0
00 −−− −=

Ψ aikaik aik
d
d

d
d

； 

           ϕξ
ξ
ϕξ

ξ
ϕξ

ξ
2

00
1

02

2

2

2
000 12 −−−−− ++−=

Ψ aikaikaik aikaik
d
daik

d
d

d
d

）（  

代入（3），约去公有的
aik0−ξ ，整理后得： 

           01211 22
102

2

=+−−+− ϕ
ξ
ϕξ

ξ
ϕξξ ak

d
daik

d
d

））（（）（                 （6） 

该式属于“超几何微分方程式”即 Gauss方程式，它的一般复数形式是： 

           0]1[1 2

2

=+−+++− F
dz
dFz

dz
Fdzz αβγβα ）（）（                    （7） 

此方程式的一个特解记作 

           nz
nn

nnzF ∑ −++
−+−++

=
！）（）（

）（）（）（
）；，，（

11
111

γγγ
ββαααγβα





 

将（7）与（6）对比后，就能决定 γβα ，， 所相应的值：（方程式（7）与 14 题的方程式（16）不

同） 

           

aik
ak

aik

0

22
1

0

21

211

−=
=

−=++

γ
αβ

βα

 

从前两方程式能决定 βα， ，得 

           

iakkiakkk

iakkiakkk

）（）（

）（）（

020
2

1
2
0

020
2

1
2
0

+−≡++−=

−≡−+=

β

α
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于是得到方程式（3）的特解 ）（ξϕ 以及波函数 ）（ξΨ 的解如下： 

    }21{ 00202
00 ξξξϕξξ ，，）（，）（）（）（ aikiakkiakkFaikaik −+−−==Ψ −−

     （8） 

这个解不能表达入射波和反射波的特点，仍需加以变换，为此利用超几何函数有关的一个恒等式，

将自变量ε 转变为
z
1
 

  }111{1
z

F
z

zF ，，，）（
）（）（

）（）（
）；，，（ βαγαα

αγβ
αβγγβα α −+−+−

−ΓΓ
−ΓΓ

=  

                     
}

111{1
z

F
z

，，，）（
）（）（

）（）（ αβγββ
βγα
βαγ β −+−+−

−ΓΓ
−ΓΓ

+  （10） 

将这个关系用于公式（8）得到： 

   
）（））（（

）（）（
）（

aikaikiakk
aikaikaik

2002

00 221
{0

−−Γ+−Γ
−Γ−Γ

=Ψ −ξξ  

          

}1;21,)(,)({)(

)1())((
)2()21(

}1;21{

22001
)(

2002

20

20202

20

20

ξ
ξ

ξ
ξ

aikiakkiakkF

aikaikiakk
aikaik

aikiakkiakkF

iakk

iakk

−−+−−

+−Γ−Γ
Γ−Γ

+

++−−

+

− ，）（）（）（ ）（

 

再根据（1）式，见个前式中ξ 更换成 a
x

e
−

− ，得 

   
）（））（（

）（）（
）（）（

aikaikiakk
aikaik

x aik

2002

00

1
221

[{1 0

−−Γ+−Γ
−Γ−Γ

−=Ψ −
 

            

}]21{

1
221

}21{

22001

2002

20

20212

2

2

a
x

aik

a
x

xik

eiakiakkiakkF

e
aikaikiakk

aikaik
eaikiakkiakkFe

−−−+−

+−Γ−Γ
Γ−Γ

+

−++−⋅

−

，，），（）（

）（））（（

）（）（

，，），（）（

 

这是用坐标 x 表示的，适用于势场内各点的波函数，现在求 −∞→x （即 −∞→ξ ）的渐进解，对

于曲线形势垒来说，反射系数常在垒壁很远处进行计算，本题的情形，垒壁在 0=x 处，但若令

−∞→x ，则 0→− a
x

e 。因此（11）式中超几何函数 F只留下常数项，前式成为 

        
xikxik eCeCx 22

01~ −+Ψ ）（  

第一项代表入射波，第二项反射波、反射系数 

科
大
科
院
考
研
网
  
专
业
提
供
中
科
院
考
研
真
题
及
资
料
  
ht
tp
:/
/w
ww
.k
ao
ya
nc
as
.n
et

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



        
）（））（（

）（）（
，但

aikaikiakk
aikaik

C
C
CR

2002

00
1

2

1

2

1
221

−−Γ−Γ
−Γ−Γ

==  

                      
）（））（（

）（）（

aikaikiakk
aikaik

C
2002

20
2 1

221
+−Γ−Γ

Γ−Γ
=  

利用伽马函数恒等式 

        ）（）（ xxx Γ=+Γ 1           
x

xx
π
π

sin
1 =−ΓΓ ）（）（  

        ishxix =sin  

              
akksh
akksh

C
CR

）（

）（

20

20
2

1

2

+
−

==
π
π

 

 

3.13——1.14  3.14——1.13  3.15——1.6，2.7 

 

3.16 设粒子在下列势阱中运动，







>

<∞
= .0,

2
1

,0,
)( 22 xxm

x
xV ω   求粒子能级。 

解：既然粒子不能穿入 0<x 的区域，则对应的 S.eq 的本征函数必须在 0=x 处为零。另一方面，

在 0>x 的区域，这些本征函数和谐振子的本征函数相同（因在这个区域，粒子的 H 和谐振子的 H
完全一样，粒子的波函数和谐振子的波函数满足同样的 S.eq）。振子的具有 12 += kn 的奇宇称波函

数在 0=x 处为零，因而这些波函数是这一问题的解（ kn 2= 的偶宇称波函数不满足边条件

0)0( =ψ ）所以 

( )  ,2,1,0                                   ,232 =+= kkEk ω  

 
3.16 设质量为ｍ的粒子在下述势阱中运动： 

              ∞         ( )0<x  

        ( ) =xV                              

                  22

2
1 xmω    ( )0>x   

 求粒子的能级。 

  （解）本题是在半区 ( )∞∈ ，0x 中的一维谐振子，它的薛定谔方程式 

 在ｘ＞０的半区内与普通谐振子的相同，在负半区 ( )0〈x 中 ( ) 0=xψ 。 

一般谐振子的函数ψ（x）满足薛氏方程式： 

 Ψ=Ψ+
Ψ

− Exm
dx
d

m
22

2

22

2
1

2
ω

                           （1） 
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作自变量变换    xαξ =   （


ωα m
= ） 

并将波函数变换： ( ) ( )ξΨ
ξ

uex 2
−

=  

得 u 的微分方程：    ( ) 0122

2

=−+− u
d
du

d
ud λ

ξ
ξ

ξ
                                （2） 

但                 
ω

λ


E2
=                                                  （3） 

设（2）的解是级数： ( ) ( )…+…++= n
naaau ξξξξ 10

2                         （4） 

将（4）代入（2）知道，指标 s 的值是 s=1 或 s=0。 

  此外又得到相同的二个未定系数 2+nn aa ， 之间的关系有二种： 

    s=0 时， ( )( ) nn a
nn

na
12

12
2 ++

−+
=+

λ
                                            （5） 

    s=1 时， ( )( ) nn a
nn

na
23

32
2 ++

−+
=+

λ
                                           （6） 

为了使波函数ψ（x）满足标准条件，级数（4）必需中断。此外由于本题情形中应满足边界条件（波

函数连续性），x=0 时ψ（x）=0，即 u（0）=0。因而必需取 s=1，它的递推式是（6），因此如果级

数（4）中断，而（4）的最高幂是 n=2m，在（4）式中取 s=1， 00 ≠a ， 01 =a ，则在（6）式中取

n 为最高幂时： 

               ( )( ) 032
23

3202 =−+
++
−+

==+ λλ na
nn

na nn ，  

由（3）得 

        ωωωλ hmnE 





 +=






 +=⋅=

2
32

2
3

2




                               (7) 

式中的 m=0,1,2,3,4,…… 
（7）式即我们需求的粒子的能级。 

本题的波函数是          ( )
( )

( )



 <

=
+

−

+ ξ
Ψ ξ

12
2

12

2

00

mm HeA

x
x

，
               

但   xxm αωξ ==


 

     
( )！m

A
mm 122 1212

+
=

++ π
α
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是归一化常数， ( )ξ12 +mH 是奇阶数厄米多项式。 

 
3.17 设在一维无限深势阱中运动的粒子的状态用： 

          ( )
a
x

a
x

a
x ππΨ 2cossin4

=  

描述，求粒子能量的可能值及相应的几率。 
（解）（甲法）一维无限深势阱的本征态波函数是 

           ( )
a

xn
a

x πsin2
=Ψ                                            （1） 

题给波函数可用本征函数展开： 

( ) 





 +=Ψ

a
x

a
x

a
x ππ 2cos1sin2

 







 +=

a
x

a
x

a
x

a
πππ 2cossin2sin21

 

                  






 −+=

a
x

a
x

a
x

a
πππ sin3sinsin21

 







 +=

a
x

a
x

a
ππ 3sinsin1

 

                  
a
x

aa
x

a
ππ 3sin2

2
1sin2

2
1

+=  

                  ( ) ( )xCxC 3211 ΨΨ +=  

因此 ( )xΨ  是非本征态，它可以有二种本征态，处在 ( )
a
x

a
x πsin2

1 =Ψ  

态上的几率是
2
1

2
1

2

=







。这时能量是 2

22

1 2ma
E π

= ，处在 ( )
a
x

a
x π3sin2

2 =Ψ  

态上的几率是
2
1

2
1

2

=







，这时能量是 2

22

2 2
9

ma
E π

= 。 

  （乙法）可以运用叠加原理的展开式的系数的决定法来求 C，其余同。按一般原理，将已知函数

( )xΨ  展开成算符
∧

F 的分立本 数谱 ( )xmΨ 时，有 

( ) ( )xCx m
m

mΨ=Ψ ∑    ( ) ( )dxxxCm ΨΨ∫ ∗= m  

在本题中，有 
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dx
a
x

a
x

a
xm

aa
C

a

m
πππ 2

0

cossinsin42
∫=  

         dx
a
x

a
x

a
xm

a

a







 += ∫

πππ 3sinsinsin2

0

 

  
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( ) }3sin

3
3sin

3

1sin
1

1sin
1

{
2
1

a
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m
a

a
xm

n
a

a
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m
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a
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m
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a
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π
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π
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π
π

+
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−
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−
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+
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−
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−
=

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) }

3
3sin

3
3sin

1
1sin

1
1sin{

2 π
π

π
π

π
π

π
π

+
+

−
−
−

+
+
+

−
−
−

=
m

m
m

m
m

m
m

m
a

a
 

按 洛 比 达 法 则 最 后 一 式 只 有 0301 →−→− mm ， 有 贡 献 相 当 于 m=1 ， 或 3 ，

2
1

2
1

21 == CC ， ，其余与甲法同。 

 
3.18 写出动量表象中谐振子的薛定谔方程式，并求出动量几率分布。 
  （解）（一）主要方法是利用一维动量波函数的变换式： 

∫
∞

∞−

−
= dxexp

ipx

nn




)(
2
1)( ψ
π

ϕ     （1） 

先写出坐标表象的薛定谔方程式： 

  nn

22

2

22

22
ψψωψ Exm

dx
d

m n
n =+

− 
    （2） 

遍乘 



ipx
e
−

π2
1

，再对坐标求积分，得到一种关系式： 

∫
∞

∞−

−
⋅− dxe

dx
xd

m

ipx
n







2

22 )(
2
1

2
ψ

π ∫
∞

∞−

−
⋅+ dxxexm

n

ipx
)(

2
1

2
2

2

ψ
π

ω




∫
−

= dxexE
ipx

nn




)(
2
1 ψ
π

 

利用分部积分，并使用 0)(lim →
∞→

xnx
ψ      0

)(
lim →

∞→ dx
xd n

x

ψ
的边界条件，分别计算（3）各项： 

  dxe
dx

xd
dx
ddxe

dx
xd hipxnhipxn −

ℜ

∞−

−∫ ∫= ]
)(

[
)(

2

2 ψψ
 

                    ∫ −∞

∞−

− += dxe
dx

dipe
dx

d hipxnhipxn ψψ
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将（4）（5）代入（3）再加整理后，得到动量表象的薛定谔方程式： 

  )()(
2
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2
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2 pEp

dp
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                    (6) 

最后一式已将偏导数 2

2

p∂
∂

改成导数 2

2

dp
d

，（6）和（2）的形式相似，因此如果在（2）式中作以下替

代，就得到（6）式：  )()( px nn ϕψ →      p
dx
d

i
h

→⋅            
dp
dhix →  

（二）动量波函数的计算 
  根据动量表象的薛定谔方程式（6），先设法将（6）变形，形成为和坐标表象薛定谔方程形式一样，

首先使二阶导数形式相同，将（6）遍除m2ω 2得： 

     ϕ
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ϕ
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ϕ
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       (7)  

和（2）比较系数，发现若将动量表象式（3）中 ω2m 换成 2
24 1

ω′
=ωm ，（7）式变成： 
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但 n
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N Em
m

E
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22 ω
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′==′    ，这样（8）和（2）形式全同，它们的解的形式也同，但（2）的

解是： 
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因此（8）或（7）的解是： 
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但


 ω
ωβ

m
m 1'

==  

动量的分布，即动量几率密度是： 
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βϕ β−=        （11） 

本题是第一章第 15 题的特例，又因为势能的形式很特殊，所以能用类似方法求解。假使换了别种形

式的势能。常要用积分方程求解。 
 
3.19——3.4 
 

3.20 设粒子在周期场 bxVxV cos)( 0= 中运动,写出它在 p 表象中的薛定谔方程式. 

解本题的性质只在于建立方程式,并不需要解这方程式,所以不要利用周期的定期,而需要第二章第 15
习题,本章第 10 习题类似的方法. 
按第二章 15 题动量表象薛定谔方程式是:(一维情形) 
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因为是定态方程式第一式重写作 
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展开(1)得到 
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利用常见的一种函数定义  ∫
∞

∞

= dxe xiλ

π
λδ

2
1)(  

则前式直接表示成. 

{ })()(
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),( 0
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代入(2)得    { }∫ −′−++′−+ )()(
2

V)(
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0
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m
p δδϕ )()( pEpdp ϕϕ =′′  
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另一法:前法所得的方程式不易求解,另一法与本章第 10 题类似,座标表象方程式是: 

0]cos[2
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（5）式（6）式的计算已在第 10题证过，（7）式的算符 )cos(
p

i
∂
∂

 是级数算符∑ ∂
∂

− nn

p
i

n
)(
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简写；得所求方程式： 
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3.21设势场（见附图）是： 

              )0,(,)()( 2
0 >−= xa

a
x

x
aVxV  

求粒子能级与波函数，证明其能级与谐振子相似。 

（解）本题的解法是先将原来的薛定谔方程式变形，使其适合于用级数求解，从

波函数符合标准条件的要求得出能量量子化条件，经变形后的薛氏方程式可以归

属于合流超几何方程式类别，因而最后用合流超几何函数表示波函数。 

（1）薛氏方程式变形：原方程式是： 
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作自变量变换 ξ→x ，但 2)(
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将原有的一阶、二阶导数变形： 
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将前两式代入（1），得： 
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用缩写文字： 
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方程式变成： 
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  （2）波函数变换：微分方程式（4）不易求解，为了将因变量Ψ变换，先找寻（4）在 ∞→x 时

的近似解，为此忽去（4）中 2

1,1
ξξ

有关项 

             0
4

22
1

2

2

=Ψ−
Ψ ak

d
d
ξ

                                            （5） 

科
大
科
院
考
研
网
  
专
业
提
供
中
科
院
考
研
真
题
及
资
料
  
ht
tp
:/
/w
ww
.k
ao
ya
nc
as
.n
et

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



（5）的具有波函数标准条件的解是： 2
1 ξak

e
−

，可认为波函数 ）（xΨ 是此近似解与另一函数 )(ξf 的

积： 
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求相应的一阶、二阶导数： 
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将此二导数代入（4），消去共有的 2
1 ξak

e
−

，变形，并项后，得 )(ξf 的微分方程： 
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（3）级数解和量子化条件： 

设方程式（7）的幂级数解是： 
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将（8）代入（7），集项整理，得： 
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使最低幂和通项系数等于零，得到指标 s的植和系数递推公式： 
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先考察级数（8）的收敛性质，求其邻项系数比值的极限，由（10）可知 
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的相应的比值极限相同，因此级数 )(ξf 收敛性质同于

科
大
科
院
考
研
网
  
专
业
提
供
中
科
院
考
研
真
题
及
资
料
  
ht
tp
:/
/w
ww
.k
ao
ya
nc
as
.n
et

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



ξake 1 ，所以 )()( 2
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ξξ
ξ
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=Ψ 性质同于 
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但该函数在 ∞→ξ 时，有一端趋于发散，不适宜作波函数，但如果级数（8）中断而成多项式，则

可以作为符合标准条件的波函数，从（10）可知若级数在第（ 1+n ）项中断，则 01 =+na ，在（10）

中将 1+n 换 n ，得中断条件： 
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利用式（3），前式改写成： 
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                     (13) 

因为n 是整数，所以 nE （能级）是分立的。当a 取极小的值时，前式中 2

2
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amV
可忽视。 
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这和一维谐振子相似。即使 a 不很小，（13）也代表等间隔能级，这也和一维谐振子能级类似。 

（4）波函数的计算： 

前已知道 )(ξf 含有因式 sξ ，因此 )(ξf 表示为： 

            )()( ξξξ Ff s=                                                 （14） 

为求 )(ξF 所满足微分方程，可将（14）式代入 )(ξf 的微分方程（7），容易看出： 
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将此一二阶导数连同（14）式代入（7）式，并项，遍除 1−sξ ，最后得： 
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将此式遍除 ak1 ，变换自变量： 
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（16） 

这种方程式在形式上可归属于“合流超几何方程式”（Confluent  hypergeometrie equation）,后

者的典型形式是： 
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合流超几何级数的特解叫“合流超几何级数”（或函数），特解有几种形式，用途多的一种特解是： 
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对照（16）和（17），我们可以将(15)式的解写作： 
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根据（6）和（14）知道方程式（1）的解是 

               ))(;
2
12,

4
)2(

()()( 2
1

1

1
2

1
2
02)(

2
21

a
xaks

k
kakk

sF
a
xex sa

xak

+
−+

−⋅⋅=Ψ
−

 

 

3.22——1.4，1.5   3.23——1.6  3.24——2.4  3.25——2.7  3.26——2.6  3.27——2.8， 1.7 

 

 

科
大
科
院
考
研
网
  
专
业
提
供
中
科
院
考
研
真
题
及
资
料
  
ht
tp
:/
/w
ww
.k
ao
ya
nc
as
.n
et

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



补充 
3.5）设粒子处于半壁高的势场中 
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0x  ,
)( 0                                  （1） 

求粒子的能量本征值。求至少存在一条束缚能级的体积。 
解：分区域写出 eqs. : 
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方程的解为   
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根据对波函数的有限性要求，当 ∞→x 时， )(2 xψ 有限，则 

0=C  

当 0=x 时， 0)(1 =xψ ，则 0=+ BA  

于是         
ax                                     ,    )(
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axkFx
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ψ
                 （5） 

在 ax = 处，波函数及其一级导数连续，得 

kaka kDeakFkDeakF −− −== ''' cos              ,sin                    （6） 

上两方程相比，得       
k
kaktg

'
' −=                                          （7） 

即               ( )
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EVatg
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µ
                          （7’）  

若令               ηξ == aak k                 ,'                                  （8） 

则由（7）和（3），我们将得到两个方程： 
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 (10)

9) (
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0 a

V
ctg



µ
ηξ

ξξη
（10）

式是以 aVr 2
02 µ= 为半径的圆。对于束缚态来说， 00 <<− EV ， 

结合（3）、（8）式可知，ξ 和η都大于零。（10）式表达的圆与曲线 ξξη ctg−= 在第一象限的交点
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可决定束缚态能级。当 2π≥r ，即 2
2

2
0 π

µ
≥a

V


，亦即 

8222
0 πµ ≥aV                                           （11） 

时，至少存在一个束缚态能级。这是对粒子质量，位阱深度和宽度的一个限制。 
 
 
 

 
 

 
3—13）设粒子在下列势阱中运动， 

( )



>−−
<∞

=
.0,
,0,

)(
xaxr
x

xV
δ

            ( )0, >ar                 (1) 

是否存在束缚定态？求存在束缚定态的条件。 
 

解：S.eq:        ( ) ψψδψ Eaxr
dx
d

m
=−−− 2

22

2


                              (2) 

对于束缚态（ 0<E ），令  mE2−=β                                     (3) 

则       ( ) 02
2

2
2

2

=−+− ψδψβψ axmr
dx
d



                                  (4) 

积分 ∫
+

−

ε

ε

a

a
dx , +→ 0ε ,得 'ψ 跃变的条件 

)(2)()( 2
'' amraa ψψψ



−=− −+                                   (5)  

在 ax ≠ 处，方程(4)化为 

02
2

2

=− ψβψ
dx
d

                                                (6) 

边条件为         ( )束缚态0)(                   ,0)0( =∞= ψψ  

因此             




>
<≤

= − .,
,0,

)(
axAe

axxsh
x xβ

β
ψ                                  (7) 

再根据 ax = 点 )(xψ 连续条件及 )(' xψ 跃变条件(5)，分别得 

)(aAeash a ψβ β == −                                           (8) 

)(2
2 amrachAe a ψβββ β



−=−− −                                (9) 
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由（8）（9）可得（以 )(aa ψ− 乘以（9）式，利用（8）式） 

2

2coth


mraaaa =+ βββ                                       (10) 

此即确定能级的公式。下列分析至少存在一条束缚态能级的条件。 

    当势阱出现第一条能级时， −→ 0E ，所以 +→ 0aβ , 

利用                1limcothlim
00

==
→→ ath

aaa
aa β

βββ
ββ

, 

（10）式化为        ++=+= 01coth2
2 aaamra βββ


 , 

因此至少存在一条束缚态能级的条件为   12
2 ≥


mra
                             （11） 

纯δ 势阱中存在唯一的束缚能级。当一侧存在无限高势垒时，由于排斥作用（表现为 0)( ≡xψ ，

对 0≤x ）。束缚态存在与否是要受到影响的。纯δ 势阱的特征长度 mrL 2
=  。 

条件（11）可改写为      2La ≥                                      （12） 

即要求无限高势垒离开δ 势阱较远（ 2La ≥ ）。才能保证δ 势阱中的束缚态能存在下去。显然，当

∞→a （即 2La >> ）， ∞→aβ 时，左侧无限高势垒的影响可以完全忽略，此时 1coth →aβ ，

式（10）给出 

22
mr=β  

即                      2

222

22 

 mr
m

E =−=
β

                                （13） 

与势阱 )()( xrxV δ−= 的结论完全相同。 

令 ηβ =a ， 则式（10）化为 

( ) 2

2coth1


mra
=+ ηη                                     （14） 

由于 ( ) 1coth1 ≥+ ηη ，所以只当 12
2 ≥


mra
时，式（10）或（14）才有解。解出根η之后，利用

mEaa 2−== βη ，即可求出能级 

2

22

2ma
E η

−=                                              （15） 

［7］设一谐振子处于基态，求它的 ( )22 px ∆∆ ，）（ 并验证测不准关系： 
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  （解） ( ) ( )222 xxx −=∆ ）（ 由对称性知道 ( ) 220 xxx =∆= ， ，同理 ( )222 ppp −=∆ ）（ 也由对称

性知道 ( ) 220 ppp =∆= ， 对谐振子而言，应先写出归一化波函数： 

( ) 2

2x

mm eAx
α

−
=Ψ        ( ) ( )ξ

ξ

mmm HeAx 2

2
−

=Ψ  

但          


ωα m
=     

！m
A

mm 2π
α

=                           （1） 

于是        ( ) ξξξ
α

ξ dHeAx mx m
22

2

3
2 21 −∞

−∞=∫=                          （2） 

为了计算这个积分，利用厄米多项式不同阶间的递推式： 

             ( ) ( ) ( )ξξξξ 112
1

−+ += mmm mHHH                          （3） 

此式作为已知的，不证。将前式遍乘ξ，重复用公式 

( ) ( ) ( )ξξξξξξ 11
2

2
1

−+ += mmm HmHH  

                  ( ) ( )}1
2
1{

2
1

2 ξξ mm HmH ）（ ++= +  

                    ( ) ( )}1
2
1{ 2 ξξ −−++ mm HmHm ）（  

                  ( ) ( ) ( ) ( )ξξξ 22 1
2
1

4
1

−+ −+++= mmm HmmHmH ）（      （4） 

将此式代入（2） 

( ) ( ) ( ) ( ) dxHHmmHmHHeAx mmmmmxm ]}1
2
1

4
1[{1

2
2

2
2

3
2 2

−+
− −+






 += ∫ ξξξ

α
ξ  

( ) ( ) ξξξ
α

ξ dHHe
A

mm
m

23

2
2

4 +

∞

∞−

−∫=  

( ) ξξ
α

ξ dHem
A

m
m 2
3

2
2

2
1
∫
∞

∞−

−





 ++  

( ) ( ) ( ) ξξξ
α

ξ dHHemm
A

mm
m

23

2
2

1 −

∞

∞−

−∫−+  

此式最后一式第一项。第三项都和 )(ξHm  的正交化积分式成比例，都等于零。第二项和归一化积

分成比例；可以简化 

ξξε dHeA
a

m
a

x mm )(1)
2
1(1 22

2
2 2

∫
∞

∞−

−⋅+=  

)
2
1()

2
1(1

2 +=+= mm
a lm ω
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再计算，这可以利用波函数满足的微分方程式： 

  mm
m Exm

dx
d

m
ψψωψ

=
′

+−
22

22

2

2


       （m′是振子质量） 

 
将此遍乘对积分 

∫∫
∞

∞−

∞

∞−

′
+

′
− dxxmdx

dx
d

m mm
m

m ψψωψ
ψ 2*

2

2

2
*

22


 

∫
∞

∞−

= dxE mmψψ *  

=2p 22
2

2
2* 2)( ω

ψ
ψ mEmdx

dx
d

i
m

m ′−′=∫
∞

∞−



 

2
222 1)

2
1(2

a
mmmx ⋅′−+′= ωω  

)
2
1()

2
1(2)

2
1( 22 +

′
⋅′−+′=+ m
m

mmmm
ω

ωω 

  

ω)
2
1( +′= mm  

测不准关系中的不准度是： 
 

=2p 22
2

2
2* 2)( ω

ψ
ψ mEmdx

dx
d

i
m

m ′−′=∫
∞

∞−



 

2
222 1)

2
1(2

a
mmmx ⋅′−+′= ωω  

)
2
1()

2
1(2)

2
1( 22 +

′
⋅′−+′=+ m
m

mmmm
ω

ωω 

  

ω)
2
1( +′= mm  

 
 
 

测不准关系中的不准度是： 
 

22)( ppp =∆=δ = )
2
1( +′ mm ω  

)
2
1( +=⋅ mpx δδ   因 m=0,  而

2


=⋅ px δδ  

 [9]一维无限深势阱中求处于 )(xnψ 态的粒子的动量分布几率密度
2)( pϕ 。 

)
2
1()( 22 +

′
==∆= m

m
xxx

ω
δ 
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   （解）因为
a

xn
a

xn
πϕ sin2)( = 是已知的，所以要求动量分布的几率密度，先要求动量波函数，

这可利用福利衰变换的一维公式: 

   dx
a

xne
a

p
a ipx

n ∫
−

=
0

sin2
2
1)( π
π

ϕ 



 

利用不定积分公式 

  ∫ +
−

= axax e
pa

pxppxapxdxe 22

cossinsin  

用于前一式： 

aipx

n e
p

a
n

a
xn

a
n

a
xnip

a
p

022 )()(

cossin1)( 





 −

−−
⋅=

π

πππ

π
ϕ  

      }
2

)1(1{2
22222

8






ipa
n e

npa
an −+−

−
=

π
π

 

      






2
cos2 2

22222

3 pae
npa
an ipa

π
π

−
−

=    (n 奇数) 

   






2
sin2 2

22222

2 pae
npa
ani ipa

π
π

−
−

= ，  (n 偶数) 

动量几率密度分别是 

  




2
cos

)(
4 2

222222

22 pa
npa
an
π
π

−
，  （n 奇数） 





2
sin

)(
4 2

222222

22 pa
npa
an
π
π

−
，      (n 偶数) 

# 
 [11]设粒子处在对称的双方势阱中 

 ∞    bx >              

   =)(xV       0 bxa <<  

 

 0V    ax <  
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  （1）在 ∞→0V 情况下求粒子能级，并证明能级是双重简并。（2）证明 0V 取有限值情 况下，简

并将消失。 
（解）本题的势场相对于原点 0 来说是对称的，因此波函数具有字称。 

设总能量是 E , 又设


mEk 2= 在区间( ∞− , b−  )  (-a , a) (b , ∞ )之中波函数都是零，在区间

(a ,b)，设波函数是： 

    0)sin()( =+= akaAxψ      (1) 

考虑 x=a, x=b 二连续条件：（势阱外面 0=ψ ） 

     
0)sin()(
0)sin()(

=+=
=+=

αψ
αψ

kbAb
kaAa

  (2) 

从这里得到，因而得 πα nka =+  , πα lnkb =+ ,因而得   ππα lnkbnka +−+−= 或  ，n, 

ln     是整数，满足边界条件的解是: 

  
)(sin

)(sin
axka

axka
−−

−
 

 再考虑

区间 ),( ab −− ，设波函数：  

    )sin()(2 βψ += kxbx     (5)  

 代 入

bxax −=−= )( 在二点的连续条件得  

0)sin(,0)sin( =+−=+− ββ kbBkaB  

 

得: πβ pka =+− , πβ pkb ′−=+− ,但 pp ′, 整数,因此区间 ),( ab −− 的波函数: 

=+−= ])(sin[)(1 πψ naxkax
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                                 )(sin axkB +                (6) 

=++= ])(sin[)(2 πψ paxkBx  

                                 )(sin axkB +−                (7) 

)(1 xψ 和 )(2 xψ 之间要满足奇或偶宇称的要求,才能成为一组合理的解,若令 )()( 21 xx ψψ =− ,得 A=B,

相应的一组偶宇称解是: 

        )(sin)(1 axkAx −=ψ  

      )(sin)(2 axkAx +−=ψ  

同理令 )()( 21 xx ψψ −=− ,得到一组奇宇称解是 

      )(sin)(1 axkAx −+=ψ                         (9) 

      )(sin)(2 axkAx +=ψ  

)(1 xψ 和 )(2 xψ 是线性不相关的解,但却有相同的波数 k ,因而也有相同的能级
m
kE

2

22


= .能级是分立

的,这可以从边界条件式 0)(,0)( 21 == ba ψψ 同时满足的要求看到,这两式推得 

παπα nkbnka ′=+=+ ,  

 

相减得 ππ nnnabk ′′=−′=− )()(  

n ′′  是整数,可作为能级编号. 

ab
nkn −
′′

=′′
π

 

因此能级是 
 
 

2
22

)(
2 ab

n
m

En −
′′

=′′
π

是二度简并的 

注:  在本题中因为左右两个势阱对称,粒子在两者中都能出现,  和实际上是同一个函数,只是的取值

范围不同. 

考察 0V 为有限值情形的解,先设 E< 0V  设区间 ),( ba 中的解是 
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)sin()(1 αψ += kxAx   2
2 2



mEk =  

代入边界条件 0)(1 =bψ ,的得 

0)sin()(1 =+= αψ kxAb  

因而 πα nkb =+  

])(sin[)(1 πψ nbxkAx +−=  

或 

              )(sin bxkA −  

=)(1 xψ      

               )(sin bxkA −−  

在 ),( ab −− 的对称区中的解设是 

)sin()(
2

γψ += kxCx   2
2 2



mEk =  

代入边界条件 0)(
2

=−bψ ,得 

πγγψ nkbkbb ′=+−=+−= ,0)sin()(
2

 

因而 ,πγ nkb ′+=   ])(sin[)(2 πψ nbxkCx ′++=  

                 )(sin bxkC +  

或   =)(2 xψ                                                                (2) 

                )(sin bxkC +−  

和 ∞=0V 情形相同,C=A ,偶宇称解是 
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                   )(sin)(1 bxkAx −=ψ                               (3) 

                   )(sin)(3 bxkAx +−=′ψ  

                    
奇宇称解是 
 
 

                   )(sin)(1 bxkAx −=ψ                             (4) 

                   )(sin)(3 bxkAx ++=′ψ  

在区间 ),( aa− 内的解 )(2 xψ 满足薛定谔方程 

0)(2
022

2

=−− ψψ EVm
dx
d



 

 

但 00 >− EV ,令 2
0 )(22

1


EVmk −= ,知道这方程式的解可用实指数函数或双曲函数,计算法相类似.为计

算方便直接设定 

),( aa− 区间  偶宇称解 xBchkx 12 )( =ψ               (5) 

奇宇称解 xBshkx 12 )( =′ψ               (6) 

这两者都满足此区间的薛氏方程式.为确定能量量子化条件,可以建立在边界点 ax = 处,波函数及其

一阶导数的连续条件.使用(3)和(5)有: 
 

)()( 12 aa ψψ =   即 ： )(sin1 bakAaBchk −=          （7） 

)()( 12 aa ′=′ ψψ  即： )(cos11 bakkAaBchkk −=         （8） 

（7）和（8）相除得： 

)(11 bakctgkathkk −=  

将此式改用能量 E 的项来表示,得到偶宇称态的能量量子化条件： 

            






−−


aEVmthEV )(2 00   

             






−

=


bamEctgE 2                      （9） 

注意若使用边界点 x=-a 上的连续条件,由于对称性得不到新解. 
其次求奇宇称的能量量子化条件,为此先写出 x=a 处连续条件, 所用方程式是(4)和(6) 
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)()( 12 aa ψψ =   即： )(sin1 bakAaBshk −=            （11） 

)()( 12 aa ′=′ ψψ   即： )(cos11 bakkAaBchkk −=        （12） 

相除得：  )(11 bakctgkacthkk −=  

改写成能量式子: 

    







−

=







−−





bamEctgE

aEVmcthEV

2

)(20

                           （13） 

 
（9）和（13）是不同的方程式,它们所决定的能级是不相同的,因此偶宇称波函数（3）和（5）与奇

宇称波函数（4）和（6）不具有相同的能量 E,它们是非简并的.（9）（13）中 E 的分立解要用图解法,
与有限深势阱类似. 
 
 

第二种情形是 0VE > ，这种情形可不必作重复计算.因为 

      2
0

2
02

1
)(2)(2


VEmEVmk −−=−=  

令
2

22
0 )(2 kVEm ≡−


，则 ikk 21 =  

代入（5）（6）得 ),( aa− 区间的波函数： 

       偶宇称解     xkBixBchkx 222 cos)( ==ψ              （14） 

       奇宇称解     xkBiixBshkx 222 sin)( ==ψ              （15） 

(a,b)区间的解同于（1）式的 )(1 xψ ， ),( ab −− 区间解同于（2）式的 )(2 xψ  

能量量子化条件是: 

偶宇称: 






−

=






−−



bamEctgEaVEmtgEV 2)(2 00   (16) 

奇宇称  






−

=






−−



bamEctgEaVEmctgEV 2)(2 00   (17) 

也是不同的方程式.奇偶宇称的波函数是非简并的。 
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[12]设粒子在下述周期场 V(x)中运动(见附图)求它的能带。(分 0VE > , 0VE < 两种情况)证明当 0→b 时,

若保持 =2


mVb
常数,上述周期场变成 Dirac 梳: 

(解) 0VE < 情形 

为求能带先要决定各个区间中的波函数 ,按题意粒子的薛氏方程式只有二种 ,在势垒之内 ,如区间 )0,( b− ；

),( baa + ； )22,2( baba ++ 。。。。。。薛氏方程为: 

               0)(2
022

2

=−− ψψ EVm
dx
d



 

或       02
12

2

=− ψψ k
dx
d

   （但  2
02

1
)(2



EVmk −
= ）       （1） 

它的解是实指数形式或双曲线函数形式,设区间 )0,( b− 中的波函数是: 

         xkxk BeAex 11)(1
−+=ψ                             (2) 

在势垒外面的区间 ),( bba −−− ； ),0( a ； )2,( baba ++ 。。。。。。等, 薛氏方程式是： 

           02
2

2

=+ ψψ k
dx
d

      （但 2
2 2



mEk = ） 

它的解是虚指数函数或者三角函数,用任何一种都可以,下面用虚指数的: 

区间 ),0( a 中 ikxikx DeCex −+=)(2ψ       (3) 

但势能相同的区间波函数未必相同,应当依周期场 Bloch 的定理来规定,在区间 ),( baa + 的势垒内,其波函数可根

据 )(1 xψ 推出 )()( 1
)(

2 baxex baik −−= + ψψ   (4) 

但 K 是个未定参数 

根据(2)  )()()(
3

21[)( baxkbaxkbaik BeAeex −−−−−+ +=ψ             (5) 
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 现根据所设各个区波函数写出边界点上波函数及其一阶导数之连续条件: 

在 0 点 )0( =x 处的连续条件是 

)0()0( 21 ψψ =                DCBA +=+  

)0()0( 21 ψψ ′=′                )()(1 DCkiBAk −=−  

在 A 点 )( ax = 处的连续条件是 

)()()( 1
)(

32 beaa baik −== + ψψψ  

)()()( 1
)(

32 beaa baik −′=′=′ + ψψψ  

利用(3)(5)二式,二式写成 

][ 21)( bkbkbaikikaika BeAeeDeCe +=+ −+−                       (8) 

][)( 21)( bkbkbaikikaika BeAekeDeCeik −=− −+−                     (9) 

若从(6)(7)(5)(9)中消去各个系数,可能得到一个关于波函数 1,kk 的约束条件,这个条件含有E(因为 1,kk 都用E的项

表示),可能是需要的能带条件,从(6)(7)解 C 和 D 使其用 A,B 的项表示: 

2
)1(

2
)1( 11

BAC k
ik

k
ik ++−=  

2
)1(

2
)1( 11

BAD k
ik

k
ik −++=  

将此二式等号右方两式代入(8)(9)二式等号的左方部分,加以整理: 

bkbaikbkbaikika
k
ik

k
ikika

k
ik

k
ik BeAeeBAeBA

111111 )()(]
2

)1(
2

)1[(]
2

)1(
2

)1[( ++−+− +=−+++++−  

][]
2

)1(
2

)1[(]
2

)1(
2

)1[( 111111 )()(1 bkbaikbkbaikika
k
ik

k
ikika

k
ik

k
ik BeAe

k
ikeBAeBA ++−+− −−=−++−++−  

0)sin(cos)sin(cos 11 )()(1 =−++−+ ++−+ BekakaAeka
k
kka bkbaikbkbaik  

0)cos(sin)cos(sin 11 )(11)(11 =−+++− ++−+ Be
k
kka

k
kkaAe

k
kka

k
kka bkbaikbkbaik  

要使这组关于 A,B 的方程式有非平凡解,系数的行列式应当等于零 

bkbaikeka
k
kka 2)(1 sincos −+−+ ,    bkbaikeka

k
kka 2)(1 sincos ++−−   

bkbaike
k
kka

k
kka 2)(11 cossin −++−  , bkbaike

k
kka

k
kka 2)(11 cossin ++−+                

经过一些原理简单的计算,最后,前述条件简化成为下式 

   bkachk
kk
kkbkachkbaK 1

1

22
1

1 sin
2

cos)(cos −
+=+  
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此式中的参数 K 理应是个实数,因 )(cos baK + 的值只能局限在值域 )(cos baK + ∈ )1,1(− 之内,这个条件就决定

能带,将前式中 21,kk 换成 E 的项,则能带条件是: 

  1)(22sin
)(2

2)(22cos1 0
0

0
0 <−

−
−

+−•<−


bEVmshamE
EVE

EVbEVmchamE  

凡能落在此区间的能量都是可能运动的能量 

其次再考虑 E> 0V 的情形,这类似于自由运动,令 

2
22

0
2

02
1 )()(2)(2 ikVEmEVmk =

−
−=

−
=



 

则 ikk 21 = ,代入(10)得到波函数约束条件 

bkka
kk

kkbkkabkika
ikk
kkbkkabaK 2

2

2
2

2

22
2

22
2

2 sinsin
2

coscossinsin
2

coscos)(cos +
−=•

−−
+=+  

能带条件是 

1)(2sin2sin
)(2

2)(2cos2cos1 0
0

0
0 <−

−
−

−−•<−


bVEmamE
EVE

VEbVEmamE  

前述的周期性矩形势垒从原理讲是能迫近于形周期垒的,为此仅需保持矩形面积不变令 0→b 则 ∞→0V .但形势

垒是相当第一种情形,即 0VE < 的为此可近似地设 00 VEV ≈−    式可以加以变形: 



bmVshamE
E
VbmVchamE 0

0
0 22sin

2
122cos +•  

在此式中,取 0→b , ∞→0V 的极限,但在趋向极限过程中,保持 Ω=2
0



bmV
 (势垒强度)为有限量 

又当 0→b 时,可令 sbshsb ≈ , 1≈chsb  

KabaK cos)(cos =+    122 0 ≈Ω= bchbmVch


 

Ω=Ω≈Ω=
mE

b
E
Vbsh

E
VbmVsh

E
V

2
2

2
12

2
12

2
1 00

0
0 



 

 
(14)式代成 

amE
mE

amEKa 2

2

2

2sin
2

2coscos






Ω+=        
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{ }

{ }

)()(
2
1)(

)(
2
1)()(

2
),(

)(2)(2
2
1

0]cos22[
2
1

0]cos[2

)(()(
2

)(
2

cos
2

),(

),(),(
2

cos)(

0

2

2

22

2
0

22

2

022

2

0
2

0

2
0

)(

pEpdp

dxe

dxeebppbppVppG

ppmpEdxemE

bxdxemVdxemEdx
dx
de

bxVEm
dx
d

pEbpbpVp
m

p

bxdxeVppG

pdtpppG
m

p
t

i

bxVxV

xi

xbpipixbpipi

x

p

ipx

ipxipxipx

xppi

ϕϕ
π

λδ

δδ

ϕϕψ
π

ψψ
ψ

π

ψ
ψ

ϕϕϕϕ

π

ϕϕ
ϕ

λ

=′′

=

+−′−++′−=′

−
•=

=−+

=−+

=−+++

=′

′′′+=
∂
∂

=

∫

∫

∫

∫∫∫

∫

∫

∞

∞

−−∞

∞

+−

∞

∞

∞

∞−∞

∞

−∞=

′

−

−−−

′−

































 

.即   ka
k

kaK sincoscos Ω
+=  

此式是间隔等于 a,势垒强度Ω的梳状 Dirac 周期势垒的能带公式. 
# 

 

[16]在 p表象中，求解均匀 V（x）=-Fx中粒子的能量本征函数。（设 F>0） 

 

  （解）建立动量表象中的一维薛定谔方程式。根据第二章第 15题以 及本章第 10 题的方

法，薛定谔方程式用一维动量 p作自变量时，形式是：（定态） 

    ）（）（）（ pEp
p

iV
m

p ϕϕ =
∂
∂

+ ]
2

[
2

                                        （1） 

在势能这一项上，将 V看作一个算符，V 中原来含有的 x 应更换成
p

i
∂
∂

 ，然后将这样构成的势能算符作用到动

能波函数 ）（pϕ 上，因而在本题情形： 

    ）（）（ pE
p

iFp
m

p ϕϕϕ =
∂
∂

− 
2

2

                                           （2） 

此式容易分离变量： 
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     dpE
m

piFd ϕϕ ）（ −=
2

2

        dp
iF
E

iFm
pd

）（


−=
2

2

ϕ
ϕ

 

积分得： 

    

iF
Ep

im
p

Ce

iF
Ep

iFm
p





−
=

+−=

6

2

2

6
ln

ϕ

ϕ 常数
                                              （3） 

积分常数 C用动量波函数归一化决定： 

    ）（ /* EEdp
p

−=∫ δϕϕ                                                    （4） 

这种计算是所谓“δ 函数归一化”。原因是波函数（3）实际上是平面波包，当 ±∞→p 时 ）（pϕ 不趋近于 0，

所以（3）实际上是不能归一化的，而只能令几率积分等于δ ，这样 

    ∫∫
−

=⋅
p

EE
iF
p

dpeCCdpEpEp
）（

），（），（
/

*/*
ϕϕ  

                              

）（）（

）（
）（

/*

*

2
2
12

/

EEFCC
F

dpeFCC
EE

F
pi

−=

⋅⋅= ∫
−

δπ
π

π









 

因而    
F

C
π2

1
=  

    本题可参看 Davydov：Quantum Mechanics （1965） 

 

    [17]粒子处在δ 势阱 ）（）（ xVxV δ0−=   ( 0V >0)中，用动量表象中的薛定谔方程式，求解其束缚态的能

量本征值及其相应的本征函数。 

    （解）（甲法）： 

    薛定谔方程式的确定，与第二章习题 15、本章习题 10的方法类似，但是不能简单地用 

          ）（）（
p

iVxV
∂
∂

=   

来得到结果，因为本题的情形 

    ）（）（）（
p

iVxVxV
∂
∂

−=−= δδ 00  

这种算符运用不便，可以用第二章 15 题方法；写下坐标表象薛氏方程式（定态）： 

         Ψ=Ψ+
∂
Ψ∂

− ExV
xm

）（2

22

2


                                        （1） 

遍乘以 



/

2
1 ipxe−

π
，再对坐标积分： 
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∫

∫

∫

Ψ=

Ψ+

Ψ
−

−

−

−

x

ipx

ipx

x

x

ipx

dxxeE

dxxxVe

dx
dx
de

m

）（

）（）（















/

/

2

2
/

2

2

2
1

2
1

2

π

π

π

 

等号左方第二项被积函数中的 ）（xΨ 再用福里哀变换使成为 p 的积分。左方第一项和右方一项按逆变换变成动

量波函数的项： 

    ）（）（）（）（ pExVdxdppeep
m

p

p

xipipx

x

ϕϕ
π

ϕ =⋅+ ∫∫ − ////
2

/

/

2
1

2




              （2） 

即： ）（）（）（）（ ）（ pEdppdxxVep
m

p

p x

xppi ϕϕ
π

ϕ =+ ∫ ∫ − ///
2

/

/

][
2
1

2




            （3） 

利用δ 函数的变换性质    ∫ =−
x

xfdxxxxf ）（）（）（ /δ ，有 

    

0
/

0

/
0

/

/

/

/

VeV

dxxeV

dxxVe

xppi

x

xppi

x

xppi

−=−=

−=

−

∞

−∞=

−

∞

−∞=

−

∫

∫







）（

）（

）（

）（

）（

δ  

前式中等号左方的积分 Adpp
V

p

常数）（ =−= ∫
∞

−∞=/

//0

2
ϕ

π
                          （3） 

动量表象的薛氏方程式成为： ）（）（ xEAp
m

p ϕϕ =+
2

2

                           （4） 

不需积分就得到动量表象的波函数： 22
2

pmE
mAp
−

=）（ϕ                           （5） 

首先确定能量的本征值 E （即允许的值），在本题中因为没有寻常的势阱问题中的边界条件可以利用，这只能依

靠积分式（3）来解决，将式（5）代入（3），得： 

    Adp
pmE

mAV

p

=
−

− ∫
∞

−∞=
2

0

2
2

2 π
                                              （6） 

消去 A，并注意到在束缚态情形 0<E ，可令 0/ >=− EE ，前一式成为： 

    

∞=

−∞=

−
∞

∞−

⋅⋅=
+∫

p

pmE
ptg

mE

mV
pmE

dpmV
/

1

/

0
2/

0

22
1

2  ππ
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    1
2

0

/
=⋅⋅= π

π
V

E
m

 

即  2

2
0

2

2
0/

22 

mV
E

mV
E −== ，                                                 （7） 

常数 A可以将波函数（5）通过归一化计算来定 

    12 =∫ dpp
p

）（ϕ        1
2

2 22/
2 =

+∫
p pmE

dpmA
）（

）（                          （8） 

利用不定积分公式 

    ]1[
2

1 1
222222 a

ptg
apa

p
apa

dp

p

−+
+

=
+∫ ）（

 

从（8）式求得： 

    
304

3
/2

1 222
）（）（）（



mV
mEA ⋅==

ππ
                                       （9） 

 

    （乙法）如果我们不要求首先得到动量表象薛定谔方程式，再根据它计算能量本征函数；而是用任何方法来

求得动量表象的能量本征函数，则可以先求得同一问题的坐标表象本征函数，这个函数是：（参看课本 P.72.48

式） 

    
x

U

e
U

x 20
0

2
−

=Ψ ）（     但 2
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2


mV
U =  

利用从坐标动量的福利哀变换 

    dxxep
x

ipx ）（）（ Ψ= ∫
∞

−∞=
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2
1
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π

π

π

                           （10） 
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（10）式与（5）式形式一样，注意（7）和（9），知道两种计算结果一致。 

 

    [18]设粒子在一维无限高势垒中运动，试求作用在势垒壁上的平均力。 

 

用算符 ）（rV ∇−    （解）与经典力学中的力相对应，量子力学力是一个观察

（三维）或 ）（xV
x∂
∂

− 表示，在某位置 r上的力由该点单值 决定，它的平均值

指空间所有范围内的平均值（假定空间各点上受力） 

    ∫∫∫ Ψ∇Ψ−=
τ

rdtrrVtrF 2* ），（）（），（




 

或  dxtx
x
VtxF

x

），（），（ Ψ
∂
∂

Ψ−= ∫ *
 

在如图示的对称有限深势垒的情形，因为势垒内部势能无变化，外部也无变化，故只有这势能突变点

））（（
22
aa

− 处受力，该两点的力为无限大： 

    ∞→
∆
−

=
∆
∆

→∆ x
V

x
V

x

0
lim 0

0
 

此外，又发现在包括 ）（或
22
aa

− 点在内的小范围中力的积分是有限值： 

    ∫ ∫
+

−

+

−

−=
∂
∂

−=

τ

τ

τ

τ

2

2

2

2

0

a

a

a

a

Vdx
x
VFdx  

而  ∫
+

−+

=
∂
∂

−

τ

τ

2

2
0

11
a

a

dx
x
V

V
 

因此在该二点上的力满足δ 函数的三个主要性质，所以每一点上的力表示为一个δ 函数 

    ）（）（）（
22

ˆ
00

axVaxVxF +−−= δδ                                       （1） 

可以分别计算一壁的平均力，在
2
ax = 处的平均力： 

    ∫
+

−=

Ψ−Ψ=

τ

τ

δ
2

2

0
*

2

a

ax

xaxVxF ）（）（）（                                     （2） 

这里 ）（xΨ 是归一化的一维有限深度（ 0V ）势垒中粒子的波函数。象附图那样取坐标，并假设  /2mEk =       

/2 0 ）（ EVmk −=′  

并注意 ）（xΨ 具有奇或偶的宇称。 

（1） 奇宇称：可设Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ三个区间的波函数依次是： 
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xkxk AekxBAe
//

sin −，，  

在点
2
ax = 处的连续条件是 

    
2

sin/
2

sin 22

//

kaAeBAekaB
akak

−−
== ，  

写出归一化条件： 

    1}sin

2
sin

{
2 2

2 2

22

2

22 /
/

/

=++∫ ∫ ∫
∞− −

∞
−

−
a a

a a

xk
ak

xk dxekxdx
ka

edxeA  

得  

2
11

22 /
2

2
/

kactg
kk

kacsea
eA

ak

−+
=  

    

2
cos

2
sin1

2
sin1

2

1
2

/

2

kaka
k

ka
k

a
B

−+
=                                     （4） 

现在根据这个结果代入平均力公式（2），就求得
2
ax = 壁上的平均力，至于式中的波函数 ）（xΨ ，则用 kxB sin

或
xkAe

/−
都是等效的，我们有： 

    ∫
+

−

=−⋅=

τ

τ

δ
2

2

22
0

22
0 2

sin
2

sin

a

a

kaBVdxaxkxBVF ）（  

       

2
11

22 /
2

0

kactg
kk

kacsea
V

−+
=                                           （5） 

这个结果还可以根据有限深势垒的能量量子化条件加以简化。后一个条件是根据在垒壁上波函数及其一阶导数连

续条件得到的，在奇宇称情形有： 

    
2

/ kakctgk −=                                                           （6） 

见(6)代入式（5）得到   

）（ EVm
a

E

k
a

EF

−
+

=
+

=

0
/ 22

1
2



                                    （7） 

令 ∞→0V 就得到一维无限高势垒上右壁 ）（
2
ax = 上，

a
EF 2

=  
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（2） 偶宇称：在有限深势阱的情形，在
2222
axaxaax ><<−−< ，， 三个区间中的波函数是： 

       
xkxk AekxBAe

//

cos −+ ，，  

在
2
ax = 处的波函数连续条件： 

    2//

2
cos akAekaB −=                                                       （8） 

归一化条件： 

    

2
11

2
sec

2

1}cos

2
cos

{

/
2

2

2 2

2 2

22

2

2
22

/

/
/

/

katg
kk

kaa
eA

dxekxdx
ka

edxeA

ak

a a

a a

xk
ak

xk

++
=

=++∫ ∫ ∫
−

∞− −

∞
−

−

 

    

2
cos

2
sin1

2
cos1

2

1
2

/

2

kaka
k

ka
k

a
B

++
=                                     （9） 

又根据
2
ax = 点上波函数及其一阶导数的连续条件，得能量量子化条件

2
/ kaktgk = 。平均力：  

2
cos

2
cos 22

0

2

2

22
0

kaBVdxaxkxBVF
a

a

=−= ∫
+

−

τ

τ

δ ）（  

         

）（

））（（

EVm
a

E
k
k

k
a

V
katg

kk
kaa

V

−
+

=

++
=

++
=

0

2

2/

/

0

/
2

0

22

11
22

11
2

sec
2



 

这个结果同于（7）。 

    当 ∞→0V 时，亦得到
a
EF 2

=  

对于
2
ax −= 的势垒壁上，由于对称性，力的平均值是相同的。 

 

    [19]求解一维氢原子的波函数和能级，它的哈密顿算符是： 

        
x

e
dx
d

m
H

2

2

22

2
ˆ −−=
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（解）由于势场有对称性 ）（）（ xVxV =− ，所以波函数有确定的宇称，可以考察 0>x 区间波函数的性质： 

（1）波函数的计算：写出薛定谔方程式： 

    0][2 2

22

2

=Ψ++
Ψ

x
eEm

dx
d



                                           （1） 

在束缚态 0<E 的情形，可设 /2mEk −= ，当 ∞→x 时，方程式（1）成为： 

        02
2

2

=Ψ+ k
dx
d ϕ

 

它的特解是
kxe−
，这就是 ）（xΨ 在 ∞→x 时的渐进解。 

    此外从（1）看出微分方程式在 0=x 处有一个奇点，因此，可以设 

 
想当波函数的解表示成级数形式时，可以含有 x 的因式，考虑上述两点我们将波函数进行如下变换： 

 

求波函数的一阶和二阶 导数： 

 

 

代入方程式 1 整理得到 

 

这个方程式的形式与本章第 14 题的第 15 式相似，可归纳为合流超几何方程式： 

 

为了使自变量完全一致，可做简单变换 2kx=      ，将此变换实行于  3 式：因 

 

 
代入 3 并且除 2k 后得到 
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与 4 比较得 

 

根据 2 式，在 x>0 区间 ，束缚态的波函数写做 

 

2,能量量子化条件：合流超几何微分方程具有的特解                            的展开形式是 

 
 
这个级数的邻项比值是 

 

当 n 甚大时  ，但另一方面又知道                               的邻项比也是    ，

因此   与  具有相同的收敛性质，根据 2 式，如果  是一个无穷幂级数，则  具有

一下函数的性质 

 

这函数当  是发散的，不符合波函数标准条件，因此级数 8 必须满足在某一项中断而变为多项式，假定

这多项式的最高次幂为 n-1，即  的系数是 0，从 8 看出 

 

根据 6 有  ，因而 

 

但
h

mEk 2−
= ，代入（10）得： 
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222 hn
meE

h−
=     （但 ,3,2,1=n ）      (11) 

于是我们将到能量的量子化条件 

最后，由于波函数具有两种宇称，因此波函数应有两种，每一种都分两个区间： 










−−±

−•
=Ψ

−

)221(

)221(
)(

2

2

2

2

kx
kh

meFCxe

kx
kh

meFCxe
x

kx

kx

，，

，，

 

第二区间 )0( <x 中的波函数前面冠以正负号，用正号时表示奇宇称解。用负号时表示偶宇称，C 则是与 k

有关的归一化常数。 

 
 

)0(

)0(

<

>

x

x
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第四章：力学量用算符表示 

P186 15.设 A与 B 为厄米算符，则 ( )BAAB +
2
1

和 ( )BAAB
i

−
2
1

也是厄米算符。由此证明，任何一个算符 F 均

可分解为
−+ += iFFF ，

+F 与
−F 均为厄米算符，且 

( ) ( )++

+ −=+= FF
i

FFFF
2
1             ,

2
1

 

证：ⅰ） ( ) ( ) ( ) ( )BAABABBABAABBAAB +=+=+=



 + ++++

+

2
1

2
1

2
1

2
1

 

( )BAAB +∴
2
1        为厄米算符。 

ⅱ） ( ) ( ) ( ) ( )BAAB
i

ABBA
i

BAAB
i

BAAB
i

−=−−=−
−

=



 − ++++

+

2
1

2
1

2
1

2
1

 

( )BAAB
i

−∴
2
1        也为厄米算符。 

ⅲ）令 ABF = ，则 ( ) BAABABF === ++++ ， 

且定义      ( ) ( )++

+ −=+= FF
i

FFFF
2
1             ,

2
1

                （1） 

由ⅰ），ⅱ）得
−

+

−+

+

+ == FFFF       , ，即
+F 和

−F 皆为厄米算符。 

则由（1）式，不难解得   
−+ += iFFF  

 

4.1 证         (An是实数)是厄密算符 
         
证明：此算符不能简化，可以用多次运算证明，首先假定已经证明动量是厄密算符，则 

 

运用这个关系于下面的计算：  

τϕΣ
τ
ψτϕ

τ
ψ dPAdPF n

n
ˆ)ˆ( ⋅≡⋅ ∫∫∫∫∫∫ ∗ ∫∫∫ ⋅∑= ∗

τ
τϕψ dPA n

n
n ˆ ∫∫∫ −∗ ⋅∑= τϕψ dPPA n

n )ˆ(ˆ 1  

∫∫∫ −∗ ⋅∑= τϕψ dPPA n
n )ˆ()ˆ( 1 ∫∫∫ −∗ ⋅∑= τϕψ dPPPA n

n )ˆ(ˆ)( 2  

τϕψ dPPPPA n
n )ˆ(ˆ)ˆˆ( 3−∗⋅∑= ∫∫∫  
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∫∫∫ −•∑= τϕψ dPPPA n
n )ˆ(ˆ)ˆ( 32 τϕψ dPPPA n

n )ˆ(ˆ)ˆ( 42 −•∑=  

∫∫∫ −•∑= τϕψ dPPPA n
n )ˆ(ˆ)ˆ( 42

  

∫∫∫ •=
τ

τϕψ dPF ])ˆ([  

)ˆ(PF 满足厄密算符的定义。 

4.2 证明
2

ˆ nmmn

nm
nm

pxxpA +
∑
−

（ nmA 实数）是厄密算符。 

（证明）方法同前题，假定已经证明 p̂ , x̂ 都是厄密算符，即： 

τϕψτϕψ dpdp ∫∫∫∫∫∫ ⋅=⋅ ∗∗ )ˆ(ˆ  

τϕψτϕψ dxdx ∫∫∫∫∫∫ ⋅=⋅ ∗∗ )(ˆ  

又按题意得证算符是一维的 

dxxppdxxp mnmn ∫∫ −∗∗ ⋅=⋅ )ˆˆ(ˆˆˆ 1 ϕψϕψ dxxpp mn )ˆˆ()ˆ( 1 ϕψ −∗
⋅= ∫  

dxxpxdxxp mnmn ϕψϕψ 1ˆ)ˆˆ(ˆ)ˆ( −•=•= ∫∫  

dxpx nm ϕψ ⋅=
∗

∫ )ˆˆ(  

这证明 mmxp ˆˆ 不是厄密算符，但满足 

dxpxdxxp nmmn ∫∫ ⋅=⋅ ∗∗ ϕψϕψ )ˆˆ()ˆˆ(  

同理可证明 

dxxpdxpx mnnm ∫∫ ⋅=⋅ ∗∗ ϕψϕψ )ˆˆ()ˆˆ(  

将前二式相加除 2，得 

dxxppxdxpxxp mnnmnmmn

∫∫ •
+

=
+

• ϕψϕψ )
2

ˆˆˆˆ
(

2
ˆˆˆˆ

 

因此
2

ˆˆˆˆ nmmn pxxp +
是厄密算符，因此∑

−

+

nm

nmmn

nm
pxxpA

2
ˆˆˆˆ

也是。 

又假定用 0̂0̂ =+
作为厄密算符 0̂ 的定义，并设 =• +)ˆˆ( BA )ˆˆ( ++ • AB 则本题可用较简方式来证明如下： 

因为  ∗= pp ˆˆ     ∗= xx ˆˆ  

所以有    nn pp )ˆ(ˆ ∗=     mm xx )ˆ(ˆ ∗=  

nmnmmnmn pxpxxpxp ˆˆ)ˆ()ˆ()}ˆ()ˆ{()ˆˆ( ==•= ∗∗∗∗  

同理有 
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mnmnnmnm xpxppxpx ˆˆ)ˆ()ˆ()}ˆ()ˆ{()ˆˆ( ==•= ∗∗∗∗  

相加除 2，得： 

 

这证明右方一式是厄密算符。          

 

4.3 设 [ ] )(,, qfipq = 是 q 的可微函数，证明下述各式：[一维算符] 

（1） [ ] .2)(, 2 pfiqfpq =  

（证明）根据题给的对易式及 [ ] ;0)(, =qfq  

[ ] qfpfqpfqpfqpfpq 22222, −=−=  

fiqppqppffpqpqppf )()( −−=−=  

ipfpfipqqp  2)( =+−=  

（2） )(])(,[ pffqipqpfq +=  （证明）同前一论题 

)(],[ hiqppfqpfppfpqqpfppfpq −−=−=  

hipfpqfpqpfphipfpfpqqpfp +−=+−=  

)()( pffphihipffppqqp +=+−=  

（3） fpipqfq 2])(,[ 2 =   [证明]同前一题论据： 

fppqfqppfppqqfppfpq −=−=],[ 2  

ifpfpqpfqppiqpfpfqpp  +−=−−= )(  

ifpifpppqqpf  2)( =+−=  

（4） ')](,[ 22 fp
i

qfpp 

=    [证明]根据题给对易式外，另外应用对易式 

')](,[ f
i

qfp 

=    
dq
dff ≡)'(  

)(],[ 2222 fppfpfppfpfpp −=−= '],[ 22 fp
i

fpp 

==  

~91~  
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（5） ppf
i

pqpfp '])(,[ 

=  （证明）论据同（4）： 

pfppfppfpfpppfpp )(],[ 22 −=−= ppf
i

'

=  

（6） 22 '])(,[ pf
i

pqfp 

=  （证明）论据同（4）： 

22222 ')(],[ pf
i

pfppffppfpfpp 

=−=−=  

 
4.4 设算符 A，B 与它们的对易式[A，B]都对易。证明 

 

 

(甲法）递推法，对第一公式左方，先将原来两项设法分裂成四项，分解出一个因式，再次分裂成六项，依次类

推，可得待证式右方，步骤如下： 

 
按题目假设 

 

 重复运算 n-1 次以后，得 

 
（乙法）数学归纳法，待证一式当 n=1 时，是明显成立的，假设当 m=k 时该式成立 

现在计算 有:  

 
利用前述的假设 
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但又按题目假设 

 
 

用于前一式得待证一式。 
关于第二个公式也可按相同的步骤证明，不另列述。 
但若第一式证实，则亦可从第一式推第二式，注意 

][][ ABBA ，， −=  

将第一式对易式中两算符对易得 

 

再将文字 A，B 对易得 

 

 
4.5 证明 

          
（证明）本题的证法与题四的第一法完全相同，只是条件 A，B 与[A，B]对易一点不能使用，即 

 

 
从原来的对易式经过总数 n-1 次运算后，得 

 

取 A=q，B=p，注意[q，p]=ih 代入前一式后，有 

 

4.6 设 ),( pxF 是 px, 的整函数，证明 
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[ ] [ ] F,                 F,,
p

iFx
x

iFp
∂
∂

=
∂
∂

−=   

整函数是指 ),( pxF 可以展开成 ∑
∞

=

=
0,

),(
nm

nm
mn pxCpxF 。 

证： （1）先证 [ ] [ ] 11 ,                 ,, −− =−= nnmm pnipxxmixp  。 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ]
( ) ( )[ ]
( ) 111

111

331

33231

2221

11

1
,1

,3
,,2

,,
,,,

−−−

−−−−

−−

−−−

−−−

−−

−=−−−=

+−−=

=+−=

++−=

++−=

+=

mmm

mmmm

mm

mmm

mmm

mmm

xmixixim
xxpxim

xxpxi
xxpxxpxxi

xxpxxpxxi
xxpxpxxp











 

同理， 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ]
1

221

2221

11

,2
,,

,,,

−

−−

−−−

−−

=

=+=

++=

+=

n

nn

nnn

nnn

pni
ppxpi

ppxppxppi
ppxpxppx







 

现在， 

[ ] [ ]

( )∑

∑∑
∞

=

−

∞

=

∞

=

−=

=







=

0,

1

0,0,
,,,

nm

nm
mn

nm

nm
mn

nm

nm
mn

pxmiC

pxpCpxCpFp



 

而         ( )∑
∞

=

−−=
∂
∂

−
0,

1

nm

nm
mn pxmiC

x
Fi  。 

[ ] F,                    
x

iFp
∂
∂

−=∴   

又      

[ ] [ ]

( )∑

∑∑
∞

=

−

∞

=

∞

=

=

=







=

0,

1

0,0,
,,,

nm

nm
mn

nm

nm
mn

nm

nm
mn

pnixC

pxxCpxCxFx



 

而       ( )∑
∞

=

−=
∂
∂

0,

1

nm

nm
mn pnixC

p
Fi   

[ ] F,              
p

iFx
∂
∂

=∴   
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4.6 设F(x，p)是xk，pk的整函数，证明： 

k
k x

F
i

Fp
∂
∂

=
],[          ⑴ 

k
k p

FipF
∂
∂

= ],[      ⑵ 

整函数是指 n
i

m
k

mn ki

mn
ki pxCpxF ∑∑=

123

],[ ， mn
kiC 是数值系数 

[证明]本题照题给的表示式应当是三维的算符，其展开形式： 

}

{],[

3333233213313223

22221221311321121111

nmmnnmmnnmmnnmmn
mn

nmmnnmmnnmmnnmmnnmmn

pxCpxCpxCpxC

pxCpxCpxCpxCpxCpxF

++++

++++= ∑
 

先证第一式

∑

∑

∑

−+−=

−=

=

ki
mn

z
n
i

n
iz

m
k

n
iz

m
k

m
kz

mn
ki

ki
mn

z
n
i

m
k

n
i

m
kz

mn
ki

ki
mn

n
i

m
k

mn
kixx

ppppxppxxpC

ppxpxpC

pxCppxFp

)}](){(

}]{

],[]],[,[

 

          ∑ +=

ki
mn

n
iz

m
k

n
i

m
kz

mn
ki ppxpxpC ]},[],{[          ⑴ 

最后一式曲括号内第一项为 kz ≠ 时为 0，因为座标不同， kz = 时 

m
z

z

m
zz x

xi
xp

∂
∂

=
],[  

第二对易式 ],[ n
iz pp 任何情形是零，因而⑴改写成： 

kz
n
l

m
k

k
kl
mn

mn
kl px

xi
cpxFp δ⋅⋅

∂
∂

= ∑ )()],(,[ z


 

n
l

m
k

mn
kl

z

pxc
xi ∑∂
∂

=


 

),( pxF
xi z




∂
∂

=            (2) 

第二式证明与前半题类似 

],[)],(,[ ∑=

kl
mn

n
l

m
k

mn
klzz pxcxpxFx  
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}{ z
n
l

m
k

n
lz

m
k

n
ll

m
k

n
l

m
kz

mn
kl xpxpxxpxxpxxc −+−= ∑  

]},[],{[ n
lz

m
k

n
l

m
kz

mn
kl pxxpxxc += ∑       （3） 

最后一式曲括号内 0],[ =m
kz xx  

lz
n
l

l

n
lz p

p
ipx δ)(],[
∂
∂

=   

这公式的详细证明参看第 3 题，于是（3）式应写成 

lz
n
l

kl
mn l

m
k

mn
klz p

p
ixcpxFx δ)()],(,[ ∑ ∂
∂

= 



 

∑∂
∂

= n
l

m
k

mn
kl

z

pxc
p

i  

),( pxF
p

i
l





∂
∂

=  

这样，第二式得到了证明，这两类式子形式相似，是因为 px, 是一对正则共轭量的缘故。 
 
 

[10]证明           其中 A(p,q),B(p,q)是正则动量和坐标的函数，上式左方是相应的算符。

{A,B}是经典力学中的 poisson 括弧在多变量情形 

 

 
i=1,2,3......i 自由度 

（证明）本题意思是要证明等号两边式子等效，但左方是算符式，可以使用自变量                 间的对

易关系进行变形，为了证明方便，可设定     的函数形式如下： 
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式中    是指两组已知的复数，若    不能用的形式表示，则下面的证法无效，按此假设，可进行

下述的变形运算： 

I≡[A,B]=  
 

 

 

 

最后一式中出现座标的幂、动量幂之间的对易式，这类对易式的简化并未有过，需

做专门的计算；兹以 [ ]lm pq , 的简化为例： 

[ ] mllmlm qppqpq −≡,  

试将此对易式的第一项加以连续变形，并且运用已证过的公式： 

( )[ ]
q
fhiqfp
∂
∂

−=,         （4） 

( ) 1−•= lmlm ppqpq        （5） 

利用（4）式，令 ( ) mqqf = 则有以下诸式： 

或：      1−+= mmm himqpqpq        （6） 

同理有    ( ) 211 1 −−− −+= mmm qmhipqpq     （7） 

依次类推…………………………………… 

将（6）式代入（5）有： 

( ) 11 −−+= lmmlm phimqpqpq  
112 −−− += lmlm phimqppq     （8） 

将最后一式第一项分解，重复应用（6）： 
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( ) 112 −−− += lmlmlm phimqppqppq  

( ) 1121 −−−− ++= lmlmm phimqphimqpqp  
112122 −−−−− ++= lmlmlm phimqphimpqpqp  

运用式（7）于前式中的
1−mpq : 

( )[ ] 12122 1 −−−− −−+= lmmlmlm pqmhipqhimpqppq  
11 −−+ lm phimq  

1122 2 −−− += lmlm phimqpqp  

( ) 222 1 −−−+ lm pqmmh     （9） 
与（8）式比较，增加 2h 的高阶次。 

312 )( −−+= lmmlm phimqpqppq  

( ) 22211 12 −−−− −++ lmlm pqmmhphimq  

[ ] 32133 )1( −−−− −−+= lmmlm pqmhipqhimppqp  

( ) 22211 12 −−−− −++ lmlm pqmmhphimq  
3222133 )1( −−−−− −++= lmlmlm ppqmmhphimpqpqp  

( ) 22211 12 −−−− −++ lmlm pqmmhphimq  

( )[ ] 32133 1 −−−− −−+= lmmlm pqmhipqhimpqp  

( ) ( )[ ] 3322 21 −−− −−−+ lmm pqmhipqmmh  

( ) 22211 12 −−−− −++ lmlm pqmmhphimq  
1133 3 −−− += lmlmlm phimqpqppq  

( ) +−+ −− 222 13 lm pqmmh  

( )( ) 333 21 −−−−− lm pqmmimh     （10） 
按同样方法连续变形 l次，得到下式；式中假设 lm > 。 

( ) ( ) ( )
!2
1212 −

•−+= −− llhiplmqhiqppq lmmllm
 

( ) ( ) ( ) ( )mllhipqmm lm

!
111 122

γ
γγγ +−

−+−• −−− 

               

物 83-309 蒋 
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++− −− γγγ lm pqm )1(  
lmll qlmmhi −− +−•− )1()()1( 1

  
或改写作： 

+−
−

−= −−−− 2211 )1(
!2

)1()()(],[ lmllmlm pqmmllhiplmqhipq  

11 )1()()1( −− +−− mll qlmmhi     （11） 
将此式代到（3）式中，得下式： 

21[{],[ −−∑∑= lmk

mn kl
klmn philmqqDCBA  

+−+−−+ −−−− 1122
2

[])1()1(
2

nkmnlm phiknqqppqmmllh
  

=+−− −− }.....])1()1(
2
1 222 lnk ppqkknn  

})]1()1()1()1([)({ 222211 以上幂 +−−−+++− −+−+−+−+∑∑ lnkmlnkm
kl

mn kl
mn pqkknnmmllpqknlmlDC 将这

对易式遍乘以 i ，则右方各项中，第一项将与 i 无关，第二项以后含 i 以上的幂，取极限 0→i 时将留下第

一项 

∑∑ ⋅⋅−= −+−+

→ mn
kl

kl
mn

lnkm DCpqknlm
i
BA 11

0
)(]ˆ,ˆ[lim





    （12） 

其次再考察题给公式等号右方的泊松括号，（用正则座标和正则动量表示的式子），我们论证的情形中，自由度

1=ε ，因而 ppi =  qqi = 按经典力学定义： 

∑ ∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=
i iiii q

B
p
A

p
B

q
ABA )(},{  

      = nm

mn
mn pqC

qq
B

p
A

p
B

q
A ∑∂

∂
=

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

 

     nm
mn

lk
kl pqC

p
pqD

p ∑∑ ∂
∂

−
∂
∂

 

     lk
kl pqD

q∑∂
∂

 

= )( 1111 lknmlkn

mn kl

m
klmn pkqpnqplqpmqDC −−−− ⋅−⋅∑∑  

∑∑ −+−+−=
mn kl

lnkm
klmn pqknlmDC 11)(         （13） 

两种计算的结果相同，因而题给的结果相同，因而题给的公式得到证实。 
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4.8 证明，若 当 时并不趋于 0，则 不一定是厄密算符。 

（证明）设 , 是任选的两个函数，适用分步法计算下列积分 

   

 
继续将后一积分作分步运算，共作 n 次，其结果将是： 

 

由此计算可知若大括号里总和为 0，则算符     符合厄密算符定义，但按题意  时，   

不趋于 0，因此我们无法证明大括号里总和为 0 
 
4.9——3.13 
 

4.10 定义反对易式 [ ] BAABBA +=+, ，证明 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]++

++

−=
−=

CABCBABCA
BCACBACAB

,,,
,,,

 

证： 

[ ] [ ] [ ]
( ) ( )

[ ] [ ] BCACBA
BCAACCBBCACABACBACBABC

BCACBACAB

++ −=
+−+=−+−=

+=

,,

,,,
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[ ] [ ] [ ]
( ) ( ) [ ] [ ]++ −=+−+=

−+−=+=
CABCBACAACBCBAAB

BCABACBACABCCABCBABCA
,,

,,,
 

 
4.11——4.1    4.12——4.2    4.13——4.3 

 

4.13 设 F 是由 r ， p 构成的标量算符，证明 

[ ]
r
Frip

p
FiFL

∂

∂
×−×

∂
∂

= ,                                  （1） 

证： [ ] [ ] [ ] [ ]kFLjFLiFLFL zyx ,,,, ++=                                        （2） 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
)2.4(

  

,,,,,,
题









∂
∂

−
∂
∂

−










∂
∂

−
∂
∂

=

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=

−−+=−=

y
Fz

z
Fyip

p
Fp

p
Fi

p
p
Fi

y
Fzip

y
Fi

z
Fyi

pFzFpzpFyFpyFzpyypzFLx

y
z

z
y

y
z

z

yyzz



  

xx r
Frip

p
Fi 









∂

∂
×−










×

∂

∂
=                                            （3） 

同理可证， [ ]
yy

y
r
Frip

p
FiFL 









∂

∂
×−










×

∂

∂
= ,                                 （4） 

[ ]
zz

z
r
Frip

p
FiFL 









∂

∂
×−










×

∂

∂
= ,                                 （5） 

将式（3）、（4）、（5）代入式（2），于是（1）式得证。 
 
4.14——4.6 
4.15——4.7，4.10 
4.16——4.4 
4.17——4.5 
 
 

4.17 定义径向动量算符 





 ⋅+⋅=

r
rppr

r
pr

11
2
1

 

证明： ( ) rr ppa =+              ，        ( ) 





 +
∂
∂

−=
rr

ipb r
1               ， 

( ) [ ] iprc r =,             ， 
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r

r
rrrrr

pd r ∂
∂

∂
∂

−=







∂
∂

+
∂
∂

−= 2
2

2
2

2
22 12             ， 

( ) 22
2

2 1             rpL
r

pe +=  

证： ( ) ( ) ++++ = ABCa ABC               ， 

r
11

2
1

11
2
111 

2
1     

ppr
rr

rp

pr
rr

rp
r

rppr
r

pr

=





 ⋅+⋅=












⋅






+






⋅=






 ⋅+⋅=∴

++
++

++
+

+

 

即 rp 为厄米算符。 

( )







 +
∂
∂

−=







 −−

∂
∂
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∂
∂

−=





 ∇⋅+⋅∇−∇⋅−=
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r
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r
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r
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r
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r
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r
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r
ri

r
rip

r
r

r
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r
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r
r

r
rppr

r
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1
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3
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2
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2
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( ) [ ]





i
r

r
r
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r
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r
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rr

riprc r
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∂
∂

−−
∂
∂

−=









∂
∂

−
∂
∂

−=





∂
∂

−=



 +

∂
∂

−=

1

,1,,      
 

( ) )(
2

22 1       
b

rr
pd r 
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∂
∂

−=  







+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−= 22

2
2 111

rrrrrr
  









∂
∂

+
∂
∂
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+−

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=
rrrrrrrrrr

21111
2

2
2

222

2
2

  

r
r

rr ∂
∂

∂
∂

−= 2
2

2 1
  

( )e 据 4.8）（1）， ( ) priprprL ⋅+⋅−⋅= 

2222 。 

其中   
r

riripr
∂
∂

−=∇⋅−=⋅  ， 

因而   
r

r
r

r
r

rprL
∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

+= 22222
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∂
∂

+
∂
∂

+=
r

r
r

rpr 22

2
2222

  

以 2−r 左乘上式各项，即得 









∂
∂

+
∂
∂

−=
rrr

L
r

p 21
2

2
22

2
2



( )d)9.4
= 22

2

1
rpL

r
+  

 
4.18——4.8 

 

4.18 证明 ( ) priprprL ⋅+⋅−= 

222                                          （1） 

( ) ( ) ( ) ( ) 2222
pLLppLLppL =×⋅×−=×=×                          （2） 

( ) ( ) 2222 4 ppLpLLp +=×⋅×−                                    （3） 

( ) ( ) 2pLipLpL −=×××                                           （4） 

证: （1）利用公式 ， ( ) ( ) CBACBA ⋅×=×⋅ ，有 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( )( )prrpPrp

prrprrpprrpprrpL

⋅⋅−⋅=

⋅−⋅=⋅××−=×⋅×−=
2

2

 

其中  ( ) riprriprrp  22222 −=∇−=  

( )  iprriprrp 3−⋅=⋅∇−⋅=×  

因此  ( ) priprprL ⋅+⋅−⋅= 

2222  

（2）利用公式，   ( ) ( ) 0=×⋅=⋅× ppLppL                                  （Δ） 

可得 ( ) ( ) ( )[ ] LppLLppL ⋅××−=×⋅×−  

( ) ( )[ ] ( ) [ ]( )0
2

,L                   0 222
==⋅−=⋅⋅−⋅= PpLLpLLppLppL      ① 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]pLpLpLpLpL ××⋅=×⋅×=×
2

 

( )[ ] [ ]( )0
2

,L                                              222
==⋅−⋅= PpLpLpLpL      ② 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] LpLpLpLpLp ⋅××=×⋅×=×
2

 

( )[ ] 222 pLLpLppL =⋅⋅−=                                          ③ 
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由①②③，则（2）得证。 

（3） ( ) ( ) ( ) ( )piLpLppLLp 2)1(  ) 7.4 −×⋅××⋅×−  

( ) ( )
( ) 222222

2

422

2
)()1(  ) 7.4 ppLppLpiipL

pLpiLp





+⋅×−−

⋅×−×=
∆

 

（4）就此式的一个分量加以证明，由 4.4）（2）， 

( )[ ] ( ) ( ) ααα CBACBACBA ⋅−⋅=××  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] xxx pLpLpLpLpLpL ⋅×−⋅×=×××  ， 

其中 ( )yyzzxx epepiLppL −+=   

（即 [ ] kpijpikpjpipL yzzyxx  −+=++ 0, ） 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) 22 pLipLi

ppLppLippLi

pLpLepeppLiLppLpLpL

xx

xx

zyyzzxx







−=−=

⋅−⋅=××=

⋅×−−⋅×+⋅×=×××

 

类似地。可以得到 y 分量和 z 分量的公式，故（4）题得证。 
 
 
4.19——4.9，4.11 
4.20——4.12，4.13 
 
4.21 利用测不准关系估算谐振子的基态能量。 

解：一维谐振子能量   22
2

2
1

2
xm

m
p

E x
x ω+= 。 

又 0
22

== ∫
+∞

∞−

− dxxex xα

π
α

奇，


ωα m= ， 0=xp ， 

（由(3.8)、(3.9)题可知 0,0 == xpx ） 

xxxx =−=∆∴      ， xxxx pppp =−=∆ ， 

由测不准关系， ,2
=∆∆ xpx 得 xpx 2

= 。 

22
2

2
1

22
1       xm

xm
Ex ω+






=∴


 

02
8

2
3

2

=+





−= xm

xmdx
dEx ω

，得  
ωm

x
2

2 

=  
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ω
ω

ωω








2
1

22
12

8
2

2

0 =





+






=

m
mm

m
E x  

同理有 ω
2
1

0 =yE ， ω
2
1

0 =zE 。 

∴谐振子（三维）基态能量 ω
2
3

0000 =++= zyx EEEE 。 

 
4.21 利用测不准系估计谐振子的基态能量 
[解]写下一维谐振子的经典的能量公式，或算符关系式： 

        
2222

ˆˆ
22222

2
2 xm

m
pxm

m
HE ωω

+=+∇−==


   (1) 

取能量的平均值： 

        2
2

2

22
1 xmp
m

E ω
+=  

在一维谐振子的情形，座标的平均值 0=x ，动量平均值 0=p 计算坐标和动量的“不确定度”（即均方根偏差）

px δδ , 。 

   按一般公式    22222 )()()( xxxxxx =−=−=δ  

                 22222 )()()( pppppp =−=−=δ             （2） 

因此能量平均值公式（1）可改用“不确定度”表示 

        2
2

2 )(
2

)(
2
1 xmp
m

E δωδ +=          （3） 

但根据测不准关系式： 

2


≥⋅ xp δδ  

作为估计，可以直接取其下限，即认为 

        
2


≅⋅ xp δδ       
x

p
δ

δ 2


≅  

将此结果代入式（3），并且计算 E 的极小值，就是所求的基态能量： 

2
2

2

)(8
)(

2
)(

xm
xmxE

δ
δωδ 

+=  

      =
2

}1
2

{
2

2
2 ω

δω
δω 

+−
xm

xm
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用此取括号内值为零的条件，得 

                   
2min
ω

=E  

这时
ω

δ
m

x
2


=  

 
4.22 利用测不准关系估计类氢原子中电子的基态能量（设原子核带电 Ze）。 
   （解）本题原是三维问题，但作为估计，计算不需严格正确，方法同前题。 

             
r

Ze
m

pE
22

2
ˆˆ −=           （1） 

取能量的平均值，由于中心对称性，可以认为动量的平均值是零 0=p ，（这个平均值本是个矢量，但它的分量

都是零）因此 22)( pp ≅δ ，此外，根据计算（第六章九题）知道在氢原子情形， 2
3ar =    22 3ar = ，因而

aar ≅=
2
3δ 。此外

ar
1)1( = ， 22

2)1(
ar

= ，所以
ar
1)1( =δ ，因此为计算方便，可取 

                        
rr δ

δ 1)1( = ，  rr ~∆  

对能量关系式取平均值 

)(2
)()(

2

222
_

2

r
Ze

m
p

r
Ze

m
pE

δ
δ

−=−=       （3） 

利用测不准关系式，可以计算（3）的极值，但 p 与 r 之间并无已知的对易关系式，此可作一维问题处理，认为

2


≥⋅ rp δδ ，并用 

=⋅ rp δδ                               （4） 

则（3）式成为： )(
2

)()(
22

pZe
m
ppE δδδ



−=  

                 2

42

2

4222
2

2
}2){(

2
1



meZemZpmZep
m

−+−= δδ  

              =  
 2

)(
2
1 42

2
2 meZZmep

m
−−δ  

当取


2Zmep =δ 时，E 有极小值 

  
2

42

min
meZE −= 就是基态能量 
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4.22 利用测不准关系估算类氢原子中电子的基态能量。 
解：类氢原子中有关电子的讨论与氢原子的讨论十分相似，只是把氢原子中有关公式中的核电荷数 e+ 换成 ze+

（ z 为氢原子系数）而u 理解为相应的约化质量。故玻尔轨迹半径 2
2

0 uea = ，在类氢原子中变为 z
aa 0= 。 

类氢原子基态波函数
are

a
−= 3100

1
π

ψ ，仅是 r 的函数。 

而
ϕθθ ϕθ d
d

r
e

d
d

r
e

dr
der sin

11
++=∇ ，故只考虑径向测不准关系 ~rpr∆∆ ，  类氢原子径向能量为：

r
ze

u
pE r

22

2
−= 。 

而
r

ze
u

pH
22

2
−= ，如果只考虑基态，它可写为

r
ze

u
pH r

22

2
−= ， 






 +−=

rdr
dipr

1
  

rp 与 r 共轭，于是 ~rpr∆∆ ， rr ~∆ ， 

r
ze

rmr
ze

u
pE r

2

2

222

2
~

2
−−=



                                          （1） 

求极值        
r

ze

rmr
E 2

3

2

0 +
−

=
∂
∂

=


 

由此得 az
amzer === 022

 （ 0a ：玻尔半径； a ：类氢原子中的电子基态“轨迹”半径）。代入（1）式，

得 

基态能量， azeemzE 22~ 2242 −=−   

运算中做了一些不严格的代换，如 rr
1~1

，作为估算是允许的。 

 
4.23 没找到答案 
 

4.24 在一维对称势阱中，粒子至少存在一种束缚态（见 3.1 节）在给定势阱深度 0V 情况下，减少势阱宽度a ，使

0

2

mV
a 

<< ， 粒 子 动 量 不 确 定 度 0mVp =δ 位 置 不 确 定 度 ax =δ ， 因 而 下 列 关 系 似 乎 存 在

<<=⋅ amVxp 0δδ ，这与测不准确关系矛盾，错误何在？ 
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（解）在一维有限深（ 0V ）势阱的问题中，以势阱中点作为原点时，至少有一个偶宇称的束缚定态，其能

量 E 决定于条件： EVmEaE −= 02
2lg


  

因此这个基态能级 E 与 0,Va 有关，a 甚小时，E 也甚小，座标不确定度 xδ 不

能简单的用势阱宽度a 来估计，估计值只需正确到数量级，势阱两边的波函数是 

                kixCex =)(ψ   )
2

( ax −<  

                kixCex −=)(ψ   )
2

( ax >  

可设波宽度扩展到振幅
e
1
处，即

1)
2

( −⋅′−
≤ CeCe

xk δ

，得 



00

2
)(

22
mVEVmk

x ≈
−

=
′

≥δ     a 小时  00 VEV ≈−  

因此  
2

22
0

0



 ≥=⋅≥ mV
mV

pxδδ  

这与测不准不相矛盾，题给论点的错误，在于随意地估计小几率波的范围。 
 
4.25 证明在分立的能量本征态下动量平均值为 0。 

证：设定态波函数的空间部分为 ψ ，则有 ψψ EH =  

为求 p 的平均值，我们注意到坐标算符 ix 与 H 的对易关系： 

[ ] ( ) upixVuppxHx i
j

jjii =







+= ∑ 2,, 。 

这里已用到最基本的对易关系 [ ] ijji ipx δ=, ，由此 

[ ] ( )

( ) 0

,

=−=

−===
∧

ΨΨΨΨ

ΨΨΨΨΨΨΨΨ

ii

iiiii

ExEx
i
u

HxHx
i
uHx

i
upp





 

这里用到了 H 的厄米性。 

  这一结果可作一般结果推广。如果厄米算符
∧

C 可以表示为两个厄米算符
∧

A和
∧

B 的对易子 



=

∧∧∧

BAiC , ，则在
∧

A

或
∧

B 的本征态中，
∧

C 的平均值必为 0。 
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4.26 证明对任何两个波函数ψ ，ϕ，满足下述施瓦茨的不等式： 

),)(,(),( ϕϕψψϕψ ≤  

（证明）本题有一定的证明法，它和海森伯的测不准关系式的普遍证法相类似，首先，寻找一个含有ψ ，ϕ的

复平方式子，令这个式子大于零，经过试探性计算，知道采取下式有效： 

        0))((2 ≥−−=−= ∗∗∗∫∫∫ τλϕψϕλψλϕψ dI  

此式中的λ尚待选择，将前式展开写成标识和形式： 

        ),(),(),(),( ϕϕλλψϕλϕψλψψ ∗∗ +−−=I        （1） 

前式中第一，四二项恒为正，二，三两项符号不定，我们这样来选取λ，使它能使 I 的二个异号项抵消，由于λ
未定，这种选择是可能的： 

         0)],(),[(),(),( ≥−−−= ∗ ϕϕλψϕλϕψλψψI      （2） 

选取方括号内项为零，得
),(
),(

ϕϕ
ψϕλ = ，于是：

),(
),(

),(
),(

ϕϕ
ϕψ

ϕϕ
ψϕλ == ∗

∗
∗  

  代入（2）得： 0),(
),(
),(),( ≥−= ϕψ

ϕϕ
ψϕψψI       （3） 

此式即待证的一个不等式。本题也可以在一开始就假设下式成立： 

0
),(
),(

2

≥−
ϕϕ
ψϕψ 将它展开后稍加变形，使能待证。 

 
4.27——4.16 
 

4.28 求证力学量 x 与 )( xpF 的测不准关系： 

   
xp

FFx
∂
∂

≥∆⋅∆
2

)()( 22 

 

（证明）根据（课本）测不准的普遍公式，若 BA ˆ,ˆ 为任两个力学算符， BA ∆∆ , 为它们的偏差， BA δδ , 为不确定

度，则： 

2
22 ]ˆ,ˆ[

4
1)()( BABA ≥∆⋅∆  

或 ]ˆ,ˆ[
2
1 BABA ≥δδ                              （1） 

本题中 )(ˆ,ˆ
xPFBxA == 因此，有关的测不准关系写成： 
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])(,[
2
1)()( 22

xPFxFx ≥∆⋅∆                    （2） 

在本章第（11）题的第二个公式已指出 

x
x p

FipFx
∂
∂

= )](,[  

代入（2），就得到待证的公式。 
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4.29——6.1 

4.29 证明在 zL̂ 的本征态下， 0== yx LL 。（提示：利用 xyzzy LiLLLL =− ，求平均。） 

证：设 ψ 是 zL 的本征态，本征值为 m ，即 ψψ mLz =  

[ ] xLi =−= yzzyzy LLLLL,L           ， [ ] yLi=−= zxxzxz LLLLL,L             ， 

( ) ( )
( ) 01

11            

=−=

−=−=∴

ΨΨΨΨ

ΨΨΨΨΨΨΨΨ

yy

yzzyyzzyx

LmLm
i

LLLL
i

LLLL
i

L





  

同理有： 0=yL 。 

附带指出，虽然 xl̂ ， yl̂ 在 xl̂ 本征态中平均值是零，但乘积 xl̂ yl̂ 的平均值不为零，能够证明：

,
2
1 2

yxyx llimll −==  说明 yxll ˆˆ 不是厄密的。
2

x̂l ，
2
ŷl 的平均值见下题。 

 

4.30 设粒子处于 ( )ϕθ ,lmY 状态下，求 ( )2
xL∆ 和 ( )2yL∆  

解：记本征态 lmY 为 lm ，满足本征方程 

( ) lmlllmL 22 1 += ， lmmlmLz = ， lmmLlm z = ， 

利用基本对易式   LiLL =× ， 

可得算符关系 ( ) ( ) xyzxzyxyzzyxxx LLLLLLLLLLLLLiLi −=−== 

2  

                   ( ) xyzzxyyxyzyzxy LLLLLLLiLLLLiLLL −+=−+= 2
  

将上式在 lm 态下求平均，因 zL 作用于 lm 或 lm 后均变成本征值 m ，使得后两项对平均值的贡献互相抵消，

因此  22
yx LL =  

又 ( )[ ] 222222 1               mllLLLL zyx −+=−=+  

( )[ ] 2222 1
2
1              mllLL yx −+==∴  

上题已证 0== yx LL 。 

( ) ( ) ( )[ ] 2222222 1
2
1             mllLLLLLL xxxxxx −+==−=−=∆∴  
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同理 ( ) ( )[ ] 222 1
2
1 mllLy −+=∆ 。 

（补白）若需要严格论证 2
xl 与

2
yl 的相等关系，可设 

yx lill ˆˆˆ +≡+     yx lill ˆˆˆ −≡−  

于是有 )ˆˆ(
2
1ˆ

−+ += lllx     )ˆˆ(
2

ˆ
+− −= llil y  

求其符 2
x̂l 的平方，用 −+ll ˆˆ 来表示： 

   )ˆˆˆˆˆˆˆˆ(
4
1ˆ2

−−+−−+++ +++= lllllllll x  

   )ˆˆˆˆˆˆˆˆ(
4
1ˆ2

−−+++−−+ −−+= lllllllll y  

再求它们在态 imY 中的平均值，在表示式中用标乘积符号时是 

   ))ˆˆˆˆˆˆˆˆ(
4
1,(ˆ2

imimx YllllllllYl −−+−−+++ +++=          （1） 

   ))ˆˆˆˆˆˆˆˆ(
4
1,(ˆ2

imimy YllllllllYl −−+++−−+ −−+=           （2） 

或都改写成积分形式如下，积分是对空间立体角取范围的： 

   Ω+++= ∫∫
Ω

−−+−−+++
∗ dYllllllllYl imimx )ˆˆˆˆˆˆˆˆ((

4
12      （3） 

   Ω−−+= ∫∫
Ω

−−+++−−+
∗ dYllllllllYl imimy )ˆˆˆˆˆˆˆˆ((

4
12      （4） 

按角动量理论： 1,)1)((ˆ
++ ++−= miim YmlmlYl   

1,)1)((ˆ
−− +−+= miim YmlmlYl        （5）   

和正交归一化条件： mmiiimmi dYY ,,, ′′′′′
∗ =Ω∫∫ δ          （6） 

将运算公式（5）使用于（3）式的各项，得结果如下： 

0ˆˆ
2, =Ω×=Ω ∫∫∫∫ +

∗
++

∗ dYYdYllY miimimim 常数  

0ˆˆ
2, =Ω×=Ω ∫∫∫∫ −

∗
−−

∗ dYYdYllY miimimim 常数  

2)1)((ˆˆ
+−+=Ω∫∫ −+

∗ mlmldYllY imim  

2)1)((ˆˆ
++−=Ω∫∫ +−

∗ mlmldYllY imim  

注意上述每一个积分的被积函数都要使用（5）的两个式子作重复运算， 
再代进积分式中，如： 
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1,)1)((ˆˆˆ
−+−+ +−+= mlim YmlmllYll   

       1,
ˆ)1)(( −+⋅+−+= mlYlmlml   

        mlYmlmlmlml ,1)1()][(1([)1)(( ⋅+−+−−+−+=   

将它们代入（3）就得到前一法（考虑 yx ll , 对称）得到相同的结果。 

   ])1)(()1)([(
4
1 222

 ++−++−+= mlmlmlmllx  

22 ])1([
2
1

mll −+=  

又从（4）式看出，由于 −−++ llll ˆˆ,ˆˆ 没有贡献，（3）（4）应有相同的结果。第二种方法运用角动量一般理论，这在

第四章中并没有准备知识，所以用本法解题不符合要求，只作为一种参考材料。 
 
4.30——6.2 
4.31——6.5，6.9，6.14 
 

4.31 设体系处于 202111 YCYC +=ψ 状态（已归一化，即 12
2

2
1 =+ CC ），求 

（a） zL 的可能测值及平均值; 

（b） 2L 的可能测值及相应的几率； 

（c） xL 的可能测值及相应的几率。 

解： 11
2

11
2 2           YYL  = ， 20

2
20

2 6 YYL = ； 

1111 YYLz = ， 2020 0 YYLz = 。 

（a）由于ψ 已归一化，故 zL 的可能测值为，0，相应的几率为
2

1C ，
2

2C 。平均值 

2
1CLz = 。 

（b） 2L 的可能测值为 22 ， 26 ，相应的几率为
2

1C ，
2

2C 。 

（c）若 1C ， 2C 不为 0，则 xL （及 yL ）的可能测值为： 2 ，，0， − ， 2− 。 

1） xL 在 1=l 的空间， ( )zLL ,2 对角化的表象中的矩阵是

















010
101
010

2
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求本征矢并令 1= ，则
















=

































c
b
a

c
b
a

λ
010
101
010

2
1

， 

得， ab λ2= ， bca λ2=+ ， cb λ2= 。 1,0 ±=λ 。 

ⅰ）取 0=λ ，得 acb −==     ,0 ，本征矢为

















− a

a
0 ，归一化后可得本征矢为

















−1
0
1

2
1

。 

ⅱ）取 1=λ ，得 cab 22 == ，本征矢为

















a
a

a
2 ，归一化后可得本征矢为

















1
2

1

2
1

。 

ⅲ）取 1−=λ ，得 cab 22 −=−= ，归一化后可得本征矢为
















−

1
2

1

2
1

。 

在
















=

0
0
1

1111 CYC 态下 ： 

xL 取0 的振幅为 ( )
2

0
0
1

C101
2

1 1
1

C=















− ， xL 取0 的几率为 2

2
1C

； 

xL 取的振幅为 ( ) 2
0
0
1

C121
2
1 1

1
C=
















，相应的几率为 4

2
1C

； 

xL 取 − 的振幅为 ( ) 2
0
0
1

C121
2
1 1

1
C=
















− ，相应的几率为 4

2
1C

。 

总几率为
2

1C  

2） xL 在 2=l 的空间， ( )zLL ,2 对角化表象中的矩阵 

利用      ( )( )1
2
11 ++−=+ mjmjmjjmj x  

( )( )1
2
11 +−+=− mjmjmjjmj x  

11222      =∴ xj ，
2
30212 =xj ，

2
31202 =−xj ， 12212 =−− xj 。 
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=

01000
102

300

02
302

30

002
301

00010

xL ，本征方程























=















































e
d
c
b
a

e
d
c
b
a

λ

01000
102

300

02
302

30

002
301

00010

 

ab λ= ， bca λ=+
2
3

， ( ) cdb λ=+
2
3

， dec λ=+
2
3

， ed λ= ， 2,1,0 ±±=λ 。 

ⅰ） 0=λ ， 0=b ， ca
2
3

−= ， 0=d ， ce
2
3

−= 本征矢为

























−

1
0

3
2

0
1

8
3

。在























=

0
0
1
0
0

2202 CYC 态下，测得 0=xL

的振幅为。几率为 4

2
2C

； 

ⅱ） 1=λ ， ab = ， 0=c ， bd −= ， ed = ，本征矢为























−
−

1
1

0
1
1

2
1

。在 202YC 态下，测得 =xL 的振幅为

( ) 0

1
1

0
1
1

2
1001002 =























−
−

C ，几率为0 。 

ⅲ） 1−=λ ， ab −= ， 0=c ， bd −= ， de −= ，本征矢为






















−
−

1
1
0
1
1

2
1

，在 202YC 态下，测得 −=xL 几率为0 。 

ⅳ） 2=λ ， ab 2= ， ac 6= ， aed 22 == ， ace ==
6

，本征矢为























1
2
6

2
1

4
1

，在 202YC 态下，测得 2=xL
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的振幅为 ( ) 22 4
6

1
2
6

2
1

4
100100 CC =























。几率为
2

28
3 C ； 

ⅴ） 2−=λ ， ab 2−= ， ac 6= ， ad 2−= ， ae = ，本征矢为























−

−

1
2
6
2

1

4
1

，在 202YC 态下，测得 2−=xL 的

几率为
2

28
3 C 。 

2
2

2
24

1
8
3

8
3               CC =






 ++∴ 。 

在 202111 YCYC +=ψ 态中，测 xL （和 yL ）的可能值及几率分别为： 

2
2

2
1

2
2

2
1

2
1

2
2 8

3
4
1

4
1

2
1

4
1

8
3

202
CCCCCC +

−− 

 

 

4.32 求证在 ẑl 的本征态下，角动量沿着与 z 轴成θ 的角度的方向上的分量的平均值是： θcosm 。 

 

（解）角动量 l̂


沿着与 z 成θ 解的方向（此方向用单位矢 S


表示，它不是唯一的，因由方位角ϕ给定），有一投

影 'l̂ ，它的解析式是： 

θϕθϕθ cossinsincossin kjis


 ++=  

zyx

zyx

lll

kjilkljlisll
ˆcosˆsinsinˆcossin

)cossinsincossin()ˆˆˆ('ˆ

θϕθϕθ

θϕθϕθ

++=

++⋅++=⋅=






             （1） 
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计算在 zl̂ 的本征态 imY 中角动量投影 'l̂ 的平均值： 

ΩθΩϕθΩϕθ
Ω

dYlYdYlYdYlYl imzimimyimimxim ∫∫∫∫∫∫ ⋅+⋅+= ∗∗∗ )ˆ(sin)ˆsin(sin)ˆcos(sin'    （2） 

式中 ϕθθ ddd sin=Ω   根据（29）题的结论， zl̂ 本征态下 0x =l ， 0=yl 故前一式 

第一，二两个积分无贡献，由于： imimz YmYl =ˆ ，因而 θcos' ml =                        （3） 

 

4.33 设属于能级 E 有三个简并态 1ψ ， 2ψ 和 3ψ ，彼此线形独立，但不正交，试利用它们构成一组彼此正交归一

的波函数。 

解： 
( ) 1

11
11 ,

1 ψ
ψψ

ψϕ == a  

( ) 1212
'

2 , ϕψϕψϕ −= ， ( )
'

2'
2

'
2

2
,

1 ϕ
ϕϕ

ϕ = ， 

( ) ( ) 2321313
'

3 ,, ϕψϕϕψϕψϕ −−= ，
( )

'
3'

3
'

3

3
,

1 ϕ
ϕϕ

ϕ = 。 

321 ,, ϕϕϕ 是归一化的。 

( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] 0,,,
,

1, 112121'
2

'
2

21 =−= ϕϕψϕψϕ
ϕϕ

ϕϕ ， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ] 0,,,,,
,

1, 2132113131'
3

'
3

31 =−−= ϕϕψϕϕϕψϕψϕ
ϕϕ

ϕϕ ， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ] 0,,,,,
,

1, 2232123132'
3

'
3

32 =−−= ϕϕψϕϕϕψϕψϕ
ϕϕ

ϕϕ 。 

∴它们是正交归一的，但仍然是简并的（可验证：它们仍对应于同一能级）。 
 

4.33 设属于某能级Ｅ的三个简并态 )( 321 ΨΨΨ 彼此线性无关但不正交，试找出三个正交归一化的波函数，它们是

否仍为简并？ 
（解）用 Schmidt 法 

选    τΨΨΨϕ
τ

d∫= 1111 */                           （１）则 1Ψ 被归一化了。 

选     11222 )*(' ϕτϕΨΨϕ
τ

d∫−=                           （２）则 

0)*()*(**' 11122112 =−= ∫∫ ∫∫ τϕϕτϕΨτΨϕτϕϕ
τ

dddd   故 1
'
3 ,ϕϕ 正交。 
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使    ∫= τϕϕϕϕ d'
2

'
3

'
22 *      则 12 ,ϕϕ 为正交归一组。 

设  2231133
'
3 )*()*( ϕτϕΨϕτϕΨΨϕ ∫∫ −−= dd     （３）则 

)*)(*(** 1113131
'
3 ∫∫∫ ∫ Ψ−Ψ= τϕϕτϕτϕτϕϕ dddd 0)*)(*( 1223 =ΨΨ− ∫∫ τϕϕτ dd  

)*)(*(** 2113232
'
3 ∫∫∫ ∫ Ψ−Ψ= τϕϕτϕτϕτϕϕ dddd 0)*)(*( 2223 =Ψ− ∫∫ τϕϕτϕ dd  

故 '
3ϕ 与 21 ,ϕϕ 都能正交。 

选     ∫= τϕϕϕϕ d'
3

'
3

'
33 *  

这样选的 )( 321 ϕϕϕ 是正交归一化组。将 Ĥ 算符作用于（１）式： 

11111 */ˆˆ ϕτϕ
τ

EdHH =ΨΨΨ= ∫  

同理 Ĥ 作用于（２）式： 

       1122
'
2

ˆ)*(ˆˆ ϕτϕϕ HdHH ∫Ψ−Ψ= '
21122 })*({ ϕϕτϕ EdE =Ψ−Ψ= ∫ ， 

       22
ˆ ϕϕ EH =  

同理有 33
ˆ ϕϕ EH = ，因而 )( 321 ΨΨΨ 仍有共同的能量本征值，简并不消失。 

 
4.34 设任何一个厄密矩阵能被一个么正矩阵对角化，由此证明两个矩阵被同一个么正矩阵对角化的条件是它们彼

此对易。 

证明：   充分性：设 0ˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[ =−= ABBABA ，又设 Ŝ 是一个足以使 Â对角化的么正算符，则 

αβαααβ δASAS =− )ˆˆˆ( 1            ⑴ 

再求 ]ˆ,ˆ[ BA 的变换矩阵元    αβαβαβ )ˆˆˆˆ()ˆˆˆˆ()ˆ]ˆ,ˆ[ˆ( 111 −−− −= SABSSBASSBAS  

由于 0]ˆ,ˆ[ =BA 此式左方不论 βα , 为何值都为零，右方可利用矩阵积的元素的展开法则： 

∑=⋅
γ

γβαγ )()()ˆˆ( GFGF  

αβαβ )ˆˆˆˆˆˆ()ˆˆˆˆˆˆ(0 1111 −−−− ⋅−⋅= SASSBSSBSSAS γβ
γ

αγγβ
γ

αγ )ˆˆˆ()ˆˆˆ()ˆˆˆ()ˆˆˆ( 1111 ∑∑ −−−− ⋅−⋅= SASSBSSBSSAS      ⑵ 

利用⑴式于⑵，则可以写成 

0])ˆˆˆ()ˆˆˆ([ 11 =−∑ −−
ββγβαγ

γ
γβαγ δδ ASBSSBSAaa  

不为零的项是：（因为矩阵元是数，可以对易） 

0)ˆˆˆ()ˆˆˆ( 11 =− −−
ββαβαβ ASBSSBSAaa  
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即：   0)ˆˆˆ)(( 1 =− −
αβββ SBSAAaa                                  ⑶ 

此式成立的条件是： βα ≠ 时， 0)ˆˆˆ( 1 =−
αβSBS  

                  βα = 时， 0)ˆˆˆ( 1 ≠−
αβSBS  

故 αβ)ˆˆˆ( 1−SBS 是对角矩阵的元素， )ˆˆˆ( 1−SBS 是对角矩阵，而 Ŝ 是能同时将 BA ˆ,ˆ 对角化的么正变换算符。 

对易关系 0],[ =BA 必要性的证明： 

设 Ŝ 能同时将 BA ˆ,ˆ 对角化，则有： 

aaASS αβαβ δ=− )ˆÂˆ( 1             ⑷ 

aaBSBS αβγαβ δ=− )ˆˆˆ( 1             ⑸ 

试对 ]ˆ,ˆ[ BA 进行变换，有： 

αβαβαβ )ˆˆˆˆ()ˆˆˆˆ()ˆ)ˆ,ˆ(ˆ( 111 −−− −= SABSSBASSBAS                    

αβαβ )ˆˆˆˆˆˆ()ˆˆˆˆˆˆ( 1111 −−−− ⋅−⋅= SASSBSSBSSAS  

写成展开式，再将⑷⑸代入： 

γβγ
αγ

γ
γβαγαβ ∑∑ −−−−− ⋅−⋅= )ˆˆˆ()ˆˆˆ()ˆˆˆ()ˆˆˆ()ˆ)ˆ,ˆ(ˆ( 11111 SASSBSSBSSASSBAS  

0)( =⋅−⋅= ∑
γ

γγγβαααγγγγβαααγ δδδδ ABBA  

∑ 后面γ 不论取 βα , 或其它值，这个矩阵元永远是零，这说明矩阵 1ˆ]ˆ,ˆ[ˆ −SBAS  

的一切元素是零，这必需是 0]ˆ,ˆ[ =BA 。 

 
4.35 证明（1）若一个 N 阶矩阵与所有 N 级对角矩阵对易，则必为对角矩阵。 

（2）若它与所有 N 阶矩阵对易则必为常数矩阵。 

（证明）若矩阵 Â与一切具有相同阶的对角矩阵 B̂ 对易，则有： 

（1） A(  B =mn) （B A mn) ，因 B 是对角矩阵，所以它的不为 0 的元是 nnmn BB 或 形式，前一式为 

      mnmmnnmn ABBA =  

移项   0)( =− nnmmmn BBA  

但 ,0,, =≠≠ mnnnmm ABBnm 得而 即（A）的非对角矩阵元为 0,其对角矩阵可以不是零，因而（A）也是对角矩
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阵。 

   （2） 设 Â与一切同阶矩阵 B̂ 对易，则 Â也应与一切对角矩阵 B̂ 对易，按前一小题， Â必然是对角矩阵，

其对角元素是 mmA 形式。 

又另一方面 Â又与一切非对角矩阵 Ĉ 对易而 0≠mnC ，我们又有: 

  mnmn ACCA )ˆˆ()ˆˆ( =  

即        nnmnmnmm ACCA =  

移项得       0)( =− mnnnmm CAA  

但 AAAC nnmmmn 即而 ,,0 =≠ 的各个对角矩阵元彼此相等，所以 Â又是常数矩阵（对角位置元素相等的特殊对

角矩阵）。 
 
4.36——3.14 
 

4.36 厄密算符 Â与 B̂ ，满足 ,0ˆˆˆˆ1ˆˆ 22 =+== ABBABA 和 求 

（1） 在 Â表象中， Â与 B̂ 的矩阵形式，并求 B̂ 的本征函数表示式。 

（2） 在 B̂ 表象中， BA ˆˆ与 的矩阵形式，并求 Â的本征函数表示式。 

（3） 从 Â表象到 B̂ 表象的么正变换矩阵 Ŝ 。 

 （证明）  （1）按题给的三个条件，设算符 A 的本征矢量是 >Ψ 本征值是λ，则有： 

                         >Ψ>=Ψ λÂ  

   重复运算得：         >Ψ=Ψ 22ˆ λA  

可见算符 2Â 的本征值是 2λ ，并与 Â 有共同本征矢 >Ψ 。按题意 IA ˆˆ 2 = ，而 12 =λ 。此外，又因为



243 ˆˆ,ˆˆ AAAA == ，所以 Â的本征值只会有两个，即 1,1 −== λλ 。 

   在 Â表象中，用 Â的本征矢作基矢，而 Â的矩阵为对角的，对角矩阵元是本征值，因而： 

                                 [A]= 







−1
0

0
1

          (1) 

   在 Â表象中 B̂ 的矩阵不能直接设定，可假设它是： 
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                                [B]= 








42

31

bb
bb

        （2） 

利用 Â 0ˆˆˆ =+ ABB ，代入（1）（2）得到： 

 0
20
02

10
01

10
01

4

1

42

31

42

31 =







−

=







−








+
















− b

b
bb
bb

bb
bb

 

由此得到 ,0,0 41 == bb 而（2）式得到简化： 

        [B]= 







0

0

3

2

b
b

              （3） 

再利用条件 ,ˆˆ 2 IB = 有： 

   







0

0

3

2

b
b









0

0

3

2

b
b

= 







=








10
01

0
0

32

32

bb
bb

， 

得    132 =bb      [B]= 














01
0

2

2

b

b
       （4） 

此外因为 B 是厄密算符，它还需满足条件： 

  [B]=[ ]+B   即














01
0

2

2

b

b
= 







 +
∗

∗

0
/10

2

2

b
b

得到 12 =b    （5） 

所以满足（4）（5）的最后的解是： 

[B]= 







− 0
0
δ

δ

i

i

e
e

             （6） 

这里的δ 是任何实数，代表一个不确定的相位因子。 

最后求 B̂ 在 Â表象中的本征矢和本征值，本征矢单列矩阵 








2

1

c
c

：写下本征方程式（矩阵形式）有： 

 







− 0
0
δ

δ

i

i

e
e










2

1

c
c

=λ 








2

1

c
c

 

 即        




=
=

−
21

12

cec
cec

i

i

λ
λ

δ

δ

                （7） 

将（7）的两式等号左右方相乘，立刻得到本征值： 

         1,1,12 −+== λλ  
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将本征值代入（7）式，得 

               




=
=

−
21

12

cec
cec

i

i

δ

δ

 

这两式不独立，因而取最简单的解，即取 21,0 cc == 而δ ，加归一化条件
2

1,1 21
2

2
2

1 ===+ cccc 得  

对于另一本征值 1−=λ ，代入（7）得到： 

                




−=
−=

−
21

12

cec
cec

i

i

δ

δ

 

也取 21,0 cc −== 得δ ，与前一情形相同，加归一化条件
2

1,1 21
2

2
2

1 =−==+ cccc 得 所求的两个 B 的本

征矢是： 

        







1
1

2
1

 和 







−1
1

2
1

； 

与 0=δ 相应的 B̂ 矩阵是： 

        [ 







=

01
10

]B̂   （8） 

相位因子δ 可取 0 以外的的值，但这时，[B]以及相应的本征矢随着更改，例如取
2
πδ = 时， 

        







−

=
0

0
]ˆ[

i
i

B  

本征矢      







− i
1

2
1

，   







i
1

2
1

 

 （2）在 B̂ 表象中， B̂ 是对角矩阵，而 Â则是反对角矩阵， AB ˆ,ˆ 的本征值也是 ,1±=λ 本征矢和前一情形一样，

只是 BA ˆ,ˆ 互换角色而已。 

（3）表象变换：寻求一个从 Â表达到 B̂ 表象的变换 

[s]= 








43

21

ss
ss

.对算符 Â来说，在自身表象中矩阵是 







10
01

 

而在 B̂ 表象中成为 







− 0
0
δ

δ

i

i

e
e

，按照表象变换理论假设算符 L̂ 在 A 表象中表示为 L̂，在 B̂ 表象中为 L′ˆ ，

变换算符为 Ŝ ，则 L′ˆ = +Ŝ L̂ Ŝ ，或 L′ˆ = 1ˆ −S L̂ Ŝ 。因此对算符 Â来说有： 
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           BASA ˆˆˆˆ +=′                       （9） 

因为 S 是么正算符，它的矩阵之间要受到限制： ISS =+
，即 

                          ikjkij SS δ̂ˆˆ =+  

即： 

        







⋅









43

21
*
4

*
2

*
3

*
1

SS
SS

SS
SS

 

= 







=













++

++
10
01

2
4

2
23

*
41

*
2

4
*
22

*
1

2
2

2
1

SSSSSS
SSSSSS

 

任何二阶的么正矩阵的元素之间要有这种限制，它等效于三个独立方程式： 

           










=+
=+

=+

)12(0
)11(1
)10(1

4
*
33

*
1

2
4

2
2

2
3

2
1

SSSS
SS
SS

                      

`式（10）的通解是 θθ αα sin,cos 21
ii eSeS ==  

式（11）的通解是： ϕϕ αα sin,cos 21
ii eSeS ==  

将以上的解代入（12）又发现 ϕπθϕθ +==−
2

,0)cos( 即  

因此得到二阶么正矩阵元素的通解： 

[ 








−
=

θθ
θθ

βα

βα

cossin
sincos

] ii

ii

ee
ee

S         （11） 

将（11）式用于（9）式，得： 

    







−









− −−

−−

10
01

cossin
sincos

θθ
θθ

ββ

αα

ii

ii

ee
ee










− θθ
θθ

βα

βα

cossin
sincos

ii

ii

ee
ee

= 







− 0
0
δ

δ

i

i

e
e

 

将等号左方简化，并与右方对比各矩阵元： 

          =








−−

−

θθ
θθ

βα

αβ

2cos2sin
2sin2cos

)(

)(

i

i

e
e









− 0
0
δ

δ

i

i

e
e

                 （12） 

它的合乎要求的普遍解答是 

                   δαβπθ =−= ,
4

                               （13） 

第二个解仅仅是将未定的相位因子 δβα ,, 之间定下一个关系，将（14）代入（11）到下述的变换矩阵，保留两

个未定相因子： 
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−
=

δ

δα

i

ii

e
eeS

1
1

2
 

式中的α 值仍可以取任意值，要验证这矩阵是否符合变换的要求，可将它代入（9）式等号右方。 
 

4.37 设 KLMMLMLK ˆ,1ˆˆˆˆ,ˆˆˆ 为ϕ=−= 的本征矢，即 λλϕϕ ,ˆ =K 为本征值，试证明 ϕϕµ MvL ˆ,ˆ ≡≡ 也是

K 的本征矢，相应的本征值分别为 .1,1 +− λλ  

（证明）          MLK ˆˆˆ =                         （1） 

左乘 M，利用对易式： 

        MMLMLMKM ˆ)1ˆˆ(ˆˆˆˆˆ −==  

将前式作用于ϕ： 

          ϕϕϕ MMMLKM ˆˆˆˆˆˆ −=  

即    ϕϕϕλ MMKM ˆˆˆˆ −=  

      ϕλϕ MMK ˆ)1()ˆ(ˆ +=             （2） 

将（1）左乘 L̂ ，利用对易式 

                )1ˆˆ(ˆˆˆˆˆˆ +== LMLMLLKL  

将前式作用于ϕ： 

          ϕϕϕ LLMLKL ˆ)ˆ)(ˆˆ()ˆ(ˆ +=  

即            ϕϕϕλ LLKL ˆˆˆˆ +=  

利用本征方程式得 

ϕλϕ LLK ˆ)1()ˆ(ˆ −=            证毕 

附带指出：如果将本题中关于 L̂ ， M̂ 的对易条件要改成反对易条件， ,1ˆˆˆˆ)ˆ,ˆ( =+= LMMLML 其它条件不

变，我们也能证明ν 或µ 仍是 K̂ 的本征矢，但相应的本征值则是 1−λ 和 λ−1 。 

 
［２６］证明以下诸式： 

 （１） BABA ˆdetˆdet)ˆˆdet( ⋅=  

    （证明）设 BA ˆ,ˆ 是阶数 n 的矩阵，由它们形成的行列式记作 Âdet 和 B̂det 。设 Â的矩阵元记作 ija ，

B̂ 的矩阵元记作 ijb ，按行列式理论， Â的行列式的值是： 
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    ∑ ……−= njnjj
rl aaaA 2211)1(ˆdet          （１） 

式中 rl 是排列 )( 21 njjj …… 中的逆序数（逆序数指这种排列相对于正常排列 ),3,2,1( n…… 发生的编号逆转），

（１）式可改写为下式： 

    ∑ ……−= innii
r aaaA 2211)1(ˆdet          （２） 

但 r 是 ),,( 21 niii …… 的逆序数。 

如果将（１）的每一指标加以变更，可得（１）（２）的结合形式： 

   ∑ ……−= +
injnjiji

rlr aaaA 2211)1(ˆdet         （３） 

同理另一行列式写作 

     ∑ ……−= +
ln2211)1(ˆdet knlklk

sls aaaB         （４） 

但 lss, 分别是排列 )( 1 nkk …… 和 )( 1 n …… 的逆序数，取二者乘积： 

 ln1111
, ,

)1(ˆdetˆdet knlkinjnji
slsrlr

ji ji
bbaaBA ……⋅……−=⋅

+++∑∑   （５） 

若在求和式中选取 nn kjkj =……= ,11 则 

    1)1()1(, 2 =−=−= + ssrll sr  

（５）式成为   )()()()1(ˆdetˆdet ln22221111
, ,

jninjnljjiljji
slr

ji ji
bababaBA ……⋅−=⋅

+∑∑    （６） 

再计算 )det(AB ，它是矩阵积ＡＢ的行列式的值，按矩阵乘法设 ]ˆ[]ˆˆ[ CBA = 是 ]ˆ[C 的矩阵元是： 

∑=
j

jlijil baC               （７） 

],[ BA 的行列式的值是： 

)()()()1(]det[ ln
2

2222
1

1111 ∑∑∑ ∑ ……⋅−= +

jn
jninjn

j
ljji

ij j
ljji

slr bababaAB   （８） 

r  是排列 )( 21 niii …… ， ls 是排列 )( 1 n …… 的逆序数，（８）与（６）的形式结构是相同的，这证明 

    BABA ˆdetˆdet)ˆˆdet( ⋅=  

 

（２）证 ASAS ˆdet)ˆˆˆdet( 1 =−  

    （证明）本题是一个么正变换后的算符 SASAt ˆˆˆˆ 1−= 的矩阵的行列式，与原来算符 Â的矩阵的行列式之

间的相等关系。本题利用前一题的结论加以推广；先将积的行列化成行列的积： 

     )ˆdet()ˆdet()det()ˆˆdet( 11 SASSASI ⋅⋅== −−  
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因为 )ˆdet(A 等都是数值而不是算符或矩阵，因而遵守对易律 

)ˆdet()ˆdet()det( 1 ASSI −=  

再将行列式积化成积的行列，进注意单位矩阵的行列式恒等于 1，有 

 )ˆdet(1)ˆdet()ˆˆdet( 1 AAssI ⋅=⋅= −  

 

（3）证 )ˆˆ()ˆˆ( ABTrBATr =  

（证明）Tr 是 Trace (或 Spur)即“径迹”的符号，按定义它等于矩阵的对角线矩阵元的和数： 

   ∑=
i

iiaATr )ˆ(  

但[ BA ˆˆ ]是矩阵[ Â ][ B̂ ]的积，[ BA ˆˆ ]的矩阵元是 

∑=
j

jlijil baBA ]ˆˆ[  

因而 )ˆˆ()ˆˆ( BATrbabaBATr
ji ij

ijjijiij ===∑ ∑   

 

(4)证 )ˆˆˆ()ˆˆˆ()ˆˆˆ( ACBTrBACTrCBATr ==  

[证明]三个矩阵的积（三个算符）的径迹具有一般表示式 

∑=
ik

kijkij cbaCBATr )ˆˆˆ(  

矩阵（ CBA ˆˆˆ ）的对角线元素要求各个组成矩阵元最前一个指标（足码）与最后一个指标相同，其余的指标则需

要衔接，满足这两条件的矩阵元都属于对角线矩阵元，但发现矩阵轮换时，以上二条件能满足： 

  )ˆˆˆ()ˆˆˆ( ACBTracbCBATr
ki

ijkijk ==∑  

式子得证。 

)ˆˆˆ()ˆˆˆ( BACTrbacCBATr
ij

jkijki ==∑  

（5）证 )ˆ()ˆˆˆ( 1 ATrSASTr =−   

[ 证 明 ] ∑ −− =
jk

kijkij sasSASTr 11 )ˆˆˆ(  ， 将 矩 阵 元 组 成 因 子 轮 换 。 ∑ == −−

jk
ijkijk ssaSASTr 11 )ˆˆˆ(                           

有问题 
（补白） 

以上的（2）题表示矩阵 Â么正变换（表象变换属此）后，行列式值不变。（5）则表示么正变换不变更径

科
大
科
院
考
研
网
  
专
业
提
供
中
科
院
考
研
真
题
及
资
料
  
ht
tp
:/
/w
ww
.k
ao
ya
nc
as
.n
et

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



迹。径迹在对角表象中代表本征值总和，这两小题表示么正变换的两项性质。 
 
 

4.38 设有矩阵 SCBA ,,, 等，证明 

( ) ( ) ( )BAAB detdetdet ⋅= ， ( ) AASS detdet 1 =− ， 

( ) ( )BATrABTr = ， ( ) TrAASSTr =−1 ， ( ) ( ) ( )CABTrBCATrABCTr == ， 

Adet 表示矩阵 A相应的行列式得值，TrA 代表矩阵 A的对角元素之和。 

证：（1）由定义 ( )
n

n

niii
ii

n aaaiiPA 



21

1

211det ∑= ， 

( )
( ) ( )
( ) ( )








−=

                              0
11
11

1

1

1

其他情形

的奇置换是当

的偶置换是当

nii
nii

iiP n

n

n 



  

故上式可写成： ( ) ( )
nn

n

ijijij
ii

nn aaajjPiiPA 



2211

1

11det ∑= ， 

其中 ( )njj 1 是 ( )n1 的任意一个置换。 

( ) ( )
n

n

niii
ii

n CCCiiPABC 



21

1

211detdet   ∑==∴  

( )∑ ∑=
n n

nnn
ii jj

ijnjijjijjn bababaiiP
 



1 1

222111 211  

( )∑ ∑ 







=

n n

nnn
jj ii

ijijijnnjjj bbbiiPaaa
 



1 1

221121 121  

( ) ( ) ( )∑ ∑ 







=

n n

nnn
jj ii

ijijijnnnjjjn bbbjjPiiPaaajjP
 



1 1

221121 11211  

BA detdet ⋅=  

（2） ( ) ASSSASASS detdetdetdetdetdetdet 111 ⋅⋅=⋅⋅= −−−  

( ) AASS detdetdet 1 =⋅= −  

（3） ( ) ( )BATrabbaABTr
ik

ikki
ik

kiik ∑∑ ===  

（4） ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) TrAASSTrSASTrASSTrASSTr ==== −−−− 1111  

（5） ( ) ( ) ( )CABTrbacBCATracbcbaABCTr jkij
ijk

kiij
ijk

kijk
ijk

kijkij ===== ∑∑∑  

 
4.39——3.11 
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4.40 设λ是一个小量，算符 Â的逆 1ˆ −A 存在，求证： 

    ++++=− −−−−−−−−−−− 1111311121111 ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ)ˆˆ( ABABABAABABAABAABA λλλλ  

（证明）如果将 BA ˆ,ˆ 看作普通的数并设 ,1<⋅
A
Bλ 则上述式子是容易证明的，但事实上 BA ˆ,ˆ 为算符，故不能直接

用级数处理，一种简单的证法是将算符（ )ˆˆ BA λ− 左乘该式左方得 I，再右乘该式右方得： 

)ˆˆ)(ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ( 111121112111 BAABABABAABABAABAA λλλλ −++++ −−−−−−−−−−
  

   =  +−+−+− −−−−−− )ˆˆ(ˆˆˆˆˆ)ˆˆ(ˆˆˆ)ˆˆ( 1112111 BAAABABABAABABAA λλλλ  

)ˆˆ)(ˆˆˆˆ( 111 BAABBAn λλ −⋅ −−−
  

    （n-1 个 B̂ ） 

   =  +−+−− −−−−−−
)ˆˆˆˆˆˆˆˆ()ˆˆˆˆ(ˆ 1111211 BABABABABABAI λλ  

IBAABABAABA nn ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 11111111 =++− −−−−−−+−
 λλ . 得证。 

  （n 个 B）                  （n 个 B） 

另一种更明白的书写方式是将待证一式等号右方写成算符幂级数。在遍乘以 )ˆˆ1(ˆ 1BAA −− λ 所得展开式中，相邻

的同幂项互相抵消： 

        { } ++++⋅+= −−−−− nn ABABABAO )ˆˆ()ˆˆ(ˆˆ1ˆˆ 11111 λλλ  

右乘以 :)ˆˆ1(ˆ 1BAA −− λ  

{ } )ˆ1(ˆ)ˆ()ˆˆ(ˆˆ1ˆ)ˆˆ1(ˆˆ 1111211 BAAABABABABAAO nn −−−−−−− −⋅++++=− λλλλλ                

= IAABAAABAAABAI nn ˆˆ)ˆˆ(ˆˆˆ)ˆˆ(ˆ)ˆ(ˆˆ 111121 =+⋅−⋅ −−−−−−
 λλλ  

 

4.40 证明 ++++=− )))ˆ,ˆ(ˆ(ˆ(
!3

1))ˆ,ˆ(ˆ(
!2

1)ˆ,ˆ(ˆˆ ˆˆ ALLLALLALAeAe LL  

(证明)第一法（二项式定理法）：首先对被证一式等号右方的通项导出一个表示式，其形式类似于二

项式定理的通项： 

 （ LAALAL ˆˆˆˆ)ˆ,ˆ −=  

 LLAALLAALLLALALLALL ˆ)ˆˆˆˆ()ˆˆˆˆ(ˆˆ)ˆˆ()ˆˆ(ˆ))ˆ,ˆ(ˆ( −−−=−=  

          = 22 ˆˆˆˆˆ2ˆˆ LALALAL +−  

从这里看出这种展开式的运算是和二项式定理的展开相同的，它的通项是： 
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         nrrnrnn LALAL
r

rnnLALnALALLL ˆˆˆˆˆ
!

)1()1(ˆˆˆˆˆ)))ˆˆ(ˆ(ˆ( 1




 +
+−

−+−= −− 。 

这个通项展成的级数的每一项形式上是 L̂ 的齐次幂，将通项除以 n! 

          



+
−

−
−

−= −− rrnrnn LAL
rrn

LAL
n

AL
nn

ALLL ˆˆˆ
!)!(

1)1(ˆˆˆ
!1)!1(

1ˆˆ
!

1
!

)))ˆˆ(ˆ(ˆ( 1       (1) 

再将原式左方展开： 

)ˆ
!

1)1(ˆ1(ˆ)ˆ
)!(

1ˆ1(ˆ ˆˆ
 +−+−+

−
+++= −− rrrnLL L

r
LAL

rn
LeAe  

        =∑








−
−+

−
− −−

n

rrnrnn LAL
rrn

LAL
n

AL
n



ˆˆˆ
!)!(

1)1(ˆˆˆ
)!1(

1ˆˆ
!

1 1
（2） 

这个级数的通项是指 nL̂ 的齐次式，共有（n+1）项，对此展开式（1）（2）发现二者相同，因而公式得证。 

第二法（泰勒级数法）： 

我们先设
LL eAeA ˆˆ ˆ)(ˆ λλλ −≡ 然后对它求对λ的各阶导数，并注意算符 L̂ 与

Le ˆλ
是对易的， L̂− 与

Le ˆλ−
也对

易，于是有： 

))(ˆ,ˆ(ˆ)(ˆ)(ˆˆ)(ˆˆˆ)(ˆ ˆˆˆˆ λλλ
λ
λ λλλλ ALLAALLeAeeAeL

d
Ad LLLL =−=−+= −−  

{ }LAAL
d
d

d
Ad ˆ)(ˆ)(ˆˆ)(ˆ

2

2

λλ
λλ

λ
−=  

        = L
d
Ad

d
AdL ˆ)(ˆ)(ˆˆ

λ
λ

λ
λ

−  

         = LALALL ˆ))(ˆ,ˆ())(ˆ,ˆ(ˆ λλ −  

         = )))(ˆ,ˆ(ˆ( λALL  

可循此类推，假定 n 阶导数是： 

     )))(ˆ,ˆ(ˆ(ˆ()(ˆ
 λ

λ
ALLL

d
xAd

n

n

=  

                 （含有 n 个 L̂ ，一个 ))(ˆ λA        （3） 

将此式再求导一次： 

      )))(ˆ,ˆ(ˆ(ˆ()(ˆ
1

1

 λ
λλ

λ ALLL
d
d

d
Ad
n

n

=+

+
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               = )))(ˆ,ˆ(ˆ(ˆ(  λ
λ

AL
d
dLL  

               = ))))(ˆ,ˆ(ˆ(ˆ(ˆ(  λALLLL  

                （含有 n+1 个 L̂ ，一个 )(ˆ λA ）     （4） 

但 n=1 适用，而根据数学归纳法，n=2,3,…都适用，故（3）是普遍规律。 

     AA ˆ)0(ˆ = ，当λ是一个任意参数时将 )(ˆ λA 在 0=λ 附近展成泰勒级数： 

         ++++= n
n

n

d
Ad

nd
Ad

d
AdAA λ

λ
λ

λ
λ

λ
λ )0(ˆ

!
1)0(ˆ

!2
1)0(ˆˆ)(ˆ 2

2

2

 

      ))ˆ,ˆ(ˆ(ˆ(
!

)),ˆ(,ˆ(
!2

)ˆ,ˆ(
!1

ˆ)(ˆ
2

 ALLL
n

ALLALAA
nλλλλ ++++=  （4） 

另一方面，在等式 

          LL eAeA ˆˆ ˆ)(ˆ λλλ −=  

中令 1=λ ，得 

          LL eAeA ˆˆ ˆ)1(ˆ −=  

再在（4）式中也令 ,1=λ 得 

          ))ˆ,ˆ(ˆ(ˆ(
!

1),ˆ(
!1

1ˆˆ)1(ˆ ˆˆ ALLL
n

ALAeAeA LL +++== −  

命题得证。 
   O.f.A.Messiah,Quantum Mcchanics Vo II.  Chap  VIII  P.339. 
 
4.41——3.4 
4.42——3.1 
4.43——3.5 
4.44——3.6 
4.45——3.7 
4.46——3.9 
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第五章： 对称性及守恒定律 

P248 设粒子的哈密顿量为  )(
2
ˆˆ

2

rVpH +=
µ

。 

（１） 证明 Vrppr
dt
d

∀⋅−=⋅  µ/)( 2 。 

（２） 证明：对于定态  VrT ∀⋅=2  

（证明）（１） zyx pzpypxpr ˆˆˆˆˆˆ ++=⋅ 

，运用力学量平均值导数公式，以及对易算符的公配律： 

     ]ˆ,ˆˆ[1)ˆˆ( Hpr
i

pr
dt
d





 ⋅=⋅       

)],,(ˆ
2
1,ˆˆˆˆˆˆ[]ˆ,ˆˆ[ 2 zyxVppzpypxHpr zyx +++=⋅
µ



 

  )],,()ˆˆˆ(
2
1,ˆˆˆˆˆˆ[ 222 zyxVppppzpypx zyxzyx +++++=
µ

 

)],,(,[
2
1],ˆˆˆˆˆˆ[ 222 zyxVzpypxpppppzpypx zyxzyxzyx +++++++=
µ

  （２） 

分动量算符仅与一个座标有关，例如
xi

px ∂
∂

=


，而不同座标的算符相对易，因此（２）式可简化成： 

    ]ˆ,ˆˆ[
2
1]ˆ,ˆˆ[

2
1]ˆ,ˆˆ[

2
1]ˆ,ˆˆ[ 222

zzyyxx ppzppyppxHpr
µµµ

++=⋅ 

 

)],,(,ˆˆˆˆˆˆ[ zyxVpzpypx zyx +++  

         

],ˆˆ[],ˆˆ[],ˆˆ[

]ˆ,ˆˆ[
2
1]ˆ,ˆˆ[

2
1]ˆ,ˆˆ[

2
1 222

VpzVpyVpx

ppzppyppx

zyx

zzyyxx

+++

++=
µµµ      （３） 

前式是轮换对称式，其中对易算符可展开如下： 

         xxxx pxppxppx ˆˆˆˆˆ]ˆ,ˆˆ[ 232 −=  

          xxxxxx pxppxppxppx ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 2223 −+−=  

          xxxxx ppxpppx ˆ]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[ 2 +=  

          222 ˆ2ˆˆ xxx pipipi  =+=               （４） 

      ],ˆ[ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ],ˆˆ[ VpxpVxVpxpxVVpxVpx xxxxxx =−=−=  
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x
Vxi
∂
∂

=
ˆ

ˆ
                     （５） 

将（４）（５）代入（３），得： 

        }{)ˆˆˆ(]ˆ,ˆˆ[ 222

z
Vz

y
Vy

x
VxipppiHpr zyx ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

+++=⋅ 




µ
 

            }
ˆ

{
2

Vrpi ∀⋅+= 



µ
 

代入（１），证得题给公式： 

         Vrppr
dt
d

∀⋅−=⋅ 

µ

2ˆ
)(              （６） 

  （２）在定态ψ 之下求不显含时间 t 的力学量 Â的平均值，按前述习题２的结论，其 

结果是零，令 prA ˆˆˆ  ⋅=  

则 0)ˆˆ(*
2

=∀⋅−=⋅=⋅ ∫∫∫ Vrpdprpr
dt
d



τ µ
τψψ                        （７） 

但动能平均值  
µ

τψ
µ

ψ
τ 22

ˆ
*

22 pdpT =≡ ∫∫∫  

由前式                VrT ∀⋅= 

2
1

 

 

P249 设粒子的势场 ),,( zyxV 是 zyx ,, 的 n 次齐次式证明维里定理（Ｖirial theorem） 

           TVn 2=  

式中Ｖ是势能，Ｔ是动能，并应用于特例： 

（１）谐振子 TV =     

（２）库仑场 TV 2−=  

（３） TVnCrV n 2, ==  

（解）先证明维里定理：假设粒子所在的势场是直角坐标 ),,( zyx 的n 次齐次式，则不论 n 是正、负数，势

场用直角坐标表示的函数，可以表示为以下形式，式中Ｖ假定是有理函数（若是无理式，也可展开成级数）： 

        ∑=
ijk

kji
ijk zyxCzyxV ),,(          （１） 
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此处的 kji ,, 暂设是正或负的整数，它们满足： 

nkji =++  （定数） 

ijkC 是展开式系数，该求和式可设为有限项，即多项式。 

根据前一题的结论： 

        VrT ∇⋅= ˆ2 

                  （２） 

现在试行计算本题条件下 Vr ∇⋅ 的式子及其定态下平均值。 

       
z
Vz

y
Vy

x
VxVr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇⋅  

   ∑∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= kji
ijk zyxC

z
z

y
y

x
x )(  

   ∑∑∑ −−− ++= 111 kji
ijk

kji
ijk

kji
ijk zyxkCzzyxjCyzyxiCx  

   ∑++=
ijk

kji
ijk zyxCkji )(  

   ),,( zyxnV=  

这个关系在数学分析中称 Euler 的齐次式定理。再利用（２）即得： 

VnT =2                       （３） 

本证明的条件只要 Vr ∇⋅ 不显含时间（见前题证明）故是一个普遍的证明。现将其直接用于几种特例，并

另用（２）式加以验证。 

（１）谐振子： )(
2

2
3

2
2

2
1 zyxV ωωωµ

++=  

直接看出 2=n ，根据（３）式知道 

VT 22 = ，即 VT =  

也可以根据前一题的结论，即（２）式直接来验证前一结论 

z
Vz

y
Vy

x
VxVr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇⋅  

   zzyyxx 321 µωµωµω ⋅+⋅+⋅=  

   Vzyx 2)( 2
3

2
2

2
1 =++= ωωωµ  

VVr 2=∇⋅ ，由（３）式可知 VT =  

（２）库仑场 
222

1
zyx

V
++

=  
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直接看出Ｖ是 zyx ,, 的 1−=n 次齐次式，按（３）式有： 

             VT −=2  

但这个结论也能用（３）式验证，为此也利用前一题结论（２）有： 

z
Vz

y
Vy

x
VxVr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇⋅  

       2/32222/32222/3222 )()()( zyx
zz

zyx
yy

zyx
xx

++
−

⋅+
++

−
⋅+

++
−

⋅=  

      V
zyx

−=
++

−=
222

1
      VVr −=∇⋅  

代入（２）式，亦得到   VT −=2  

（３）场 2222 )(),,(
n

n zyxCCrzyxV ++==  

直接看出Ｖ是 zyx ,, 的 n 次齐次式，故由（３）式得： 

VnT =2  

仍根据（２）式来验证： 

z
Vz

y
Vy

x
VxVr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇⋅  

)2()(
2

)2()(
2

1
22221

2222 yzyxnyxzyxnx
nn

⋅++⋅+⋅++⋅=
−−

)2()(
2

1
2222 zzyxnz
n

⋅++⋅+
−

 

Vnzyxn
n

=++= 2222 )(  

由（２）得  VnT =2 ，结果相同。 

本小题对于n 为正、负都相适，但对库仑场的奇点 0=r 除外。 
 
P260 求海森伯表象中自由粒子的座标的算符。 

（解）根据海森伯表象（绘景）的定义可导得海森伯运动方程式，即对于任何用海氏表象的力学算符 )(ˆ tA 应

满足： 

     ]ˆ,ˆ[1ˆ
HA

idt
Ad



=                 （１） 

又对于自由粒子，有
µ2

ˆˆ
2pH = （ p̂ 不随时间 t 变化） 
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令 )(ˆ)(ˆ txtA = 为海氏表象座标算符；代入（１） 

        ]
2
ˆ

),(ˆ[1)(ˆ 2

µ
ptx

idt
txd



=  

        ]ˆ),(ˆ[
2

1)(ˆ 2ptx
idt

txd
µ

=             （２） 

但   xppxptx ˆˆˆˆ]ˆ),(ˆ[ 222 −=  

         xpppxppxpppx ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ −+−=  

         pipxpppx ˆ2]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[ =+=           （３） 

代入（２），得：  
µµ
p

i
pi

dt
txd ˆ

2
1ˆ2)(ˆ

==


  

积分得      Ctptx +=
µ
ˆ

)(ˆ  

将初始条件 0=t 时， )0(ˆ)(ˆ xtx = 代入得 )0(xC = ，因而得到一维座标的海氏表象是： 

        )0(ˆˆ
)(ˆ xtptx +=

µ
 

 
 

P260 求海森伯表象中中谐振子的坐标与动量算符。 
解：用薛氏表象时，一维谐振子的哈氏算符是： 

        
2

ˆ
2
1ˆ

22
2 xpH µω

µ
+=              （１） 

解法同于前题，有关坐标 )(ˆ tx 的运动方程式是： 

      ]
2

)(ˆ
2

)(ˆ
),(ˆ[1)(ˆ 222 txtptx

idt
txd µω

µ
+=



         （２） 

将等式右方化简，用前一题的化简方法： 

      
µ

µω
µ

µω
µ

)(ˆ
]ˆ,ˆ[

2
]ˆ,ˆ[

2
1]

2
,ˆ[1 2

2
2

222 tpxx
i

px
i

xpx
i

=+=+
∂ 

 

      )(ˆ1)(ˆ
tp

dt
txd

µ
=                   （３） 
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但这个结果却不能直接积分（与前题不同， p̂ 与 t 有关），为此需另行建立动量算符的运动方程式： 

        ]
2

)(
2

)(ˆ
),(ˆ[1)(ˆ 222 txtptp

idt
tpd µω

µ
+=



 

化简右方   }ˆˆˆˆ{
2

]
2

)(),([1 22
222

pxxp
hi

txtp
hi

−=
µωµω

 

= }ˆˆˆˆˆˆˆˆˆ{
2

2

pxxxpxxxp
hi

−−
µω

 

= )(ˆ]}ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ{[
2

22
2

txxpxxxp
hi

µωµω
−=−         

)(ˆ)(ˆ 2 tx
dt

tpd µω−= ⑷ 

将⑶对时间求一阶导数,并与⑷式结合,得算符 )(ˆ tx 的微分方程式: 

0)(ˆ)(ˆ 2
2 =+ tx

dt
txd ω     ⑸ 

这就是熟知的谐振动方程式，振动角频率ω，它的解是： 

tBtAtx ωω sinˆcosˆ)(ˆ +=    ⑹ 

Â， B̂ 待定算符，将它求导，并利用⑶： 

)sinˆcosˆ()(ˆ tAtBtp ωωµω −=   ⑺ 

将 t=0 代入：x(0)=A   P（0）=µω B，最后得解： 

tptxtx ω
µω

ω sin)0(ˆ1cos)0(ˆ)(ˆ +=     ⑻ 

)sin)0(cos)0()( txtptp ωµωω −=     ⑼ 

在初时刻 t=0，海森伯表象的算符与薛定谔表象中的算符的形式是相同的，因为前式中： 

xi
p

xx

∂
∂

=

=
)0(ˆ

ˆ)0(ˆ
 

c.f.P.Roman.Advanced  Quantum Theory:§1.1.p.47-48  Addison-Wesley 
 

5.1 设力学量 A不显含 t ， H 为本体系的 Hamilton 量，证明 

[ ][ ]HHAA
dt
d ,,2

2
2 =−   
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证.若力学量 A不显含 t ，则有 [ ]HA
idt

dA ,1


= ,令 [ ] CHA =,  

则 [ ] [ ]HCHC
idt

Cd
idt

Ad ,1,11
22

2



−=== , 

[ ][ ]HHAA
dt
d ,,             2

2
2 =−∴   

 

5.1 证明力学量 Â（不显含 t ）的平均值对时间的二次微商为： 

     ]ˆ],ˆ,ˆ[[2

2
2 HHAA

dt
d

−=      （ Ĥ 是哈密顿量） 

（解）根据力学量平均值的时间导数公式，若力学量 Â  不显含 t ，有 

       ]ˆ,ˆ[1 HA
idt

Ad


=               （１） 

将前式对时间求导，将等号右方看成为另一力学量 ]ˆ,ˆ[1 HA
i

的平均值，则有： 

]ˆ],ˆ,ˆ[[1]ˆ],ˆ,ˆ[1[1
22

2

HHAHHA
iidt

Ad


−==      （２） 

此式遍乘 2
 即得待证式。 

 
5.2 证明，在不连续谱的能量本征态（束缚定态）下，不显含 t 的物理量对时间 t 的导数的平均值等于零。 

（证明）设 Â是个不含 t 的物理量，ψ 是能量 Ĥ 的公立的本征态之一，求 Â在ψ 态中的平均值，有： 

       ∫∫∫=
τ

τψψ dAA ˆ*  

将此平均值求时间导数，可得以下式（推导见课本§5.1） 

    ∫∫∫ −≡=
τ

τψψ dAHHA
i

HA
idt

Ad )ˆˆˆˆ(*1]ˆ,ˆ[1


        （１） 

今ψ 代表 Ĥ 的本征态，故ψ 满足本征方程式 

        ψψ EH =ˆ        （ E 为本征值）             （２） 

又因为 Ĥ 是厄密算符，按定义有下式（ψ 需要是束缚态，这样下述积分存在） 
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τψψτψψ
τ

dAHdAH ∫∫∫∫∫∫ = )ˆ(*)ˆ()~(ˆ*        （３） 

（题中说力学量导数的平均值，与平均值的导数指同一量） 
（２）（３）代入（１）得： 

τψψτψψ dAH
i

dHA
idt

Ad )ˆ(*)ˆ(1)ˆ(ˆ*1
∫∫∫∫∫∫ −=



 

  ∫∫∫ ∫∫∫−= τψψτψψ dA
i

EdA
i

E ˆ**ˆ*


 

因 *EE = ，而 0=
dt
Ad

 

5.2）设力学量 A不显含 t ，证明束缚定态， 0=
dt
dA

 

证：束缚定态为:： ( ) ( ) tiE
nn

nertr −=ψψ , 。 

在束缚定态 ( )trn ,ψ ，有 ( ) ( ) ( )trEtr
t

itrH nnnn ,,, ψψψ =
∂
∂

=  。 

其复共轭为 ( ) ( ) ( )trEer
t

itrH nn
tiE

nn
n ,, **** ψψψ =

∂
∂

−= 

 。 







= nn dt

dA
dt
dA ψψ , ( )














−














−=

dt
d,,

dt
d, nψψψψψψ AAA

dt
d

nn
n

nn  







−






−= nnnn H

i
AAH

idt
Ad ψψψψ



1,,1
 

( ) ( )nnnn AH
i

HA
idt

Ad ψψψψ ,1,1


−+= [ ] ( )( )nn HAAH
i

HA
i

ψψ −−= ,1,1


 

[ ] [ ]( ) 0,,1
=−= AHHA

i
。 

 

5.3 证明，对于一维波包有： )(12 pxxpx
dt
d

+=
µ

 

（解）一维波包的态中，势能不存在故 

      
µ2

ˆˆ
2
xp

H =     （自由波包） 

依据力学量平均值时间导数公式： 
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        ]
2
ˆ

,ˆ[1]ˆ,ˆ[1 2
222

µ
xp

x
i

Hx
i

x
dt
d



==  

]ˆ,ˆ[
2

1 22
xpx

iµ
=             （２） 

但     222222 ˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[ xppxpx xxx −=  

        )ˆˆˆˆˆˆˆˆ()ˆˆˆˆˆˆˆˆ( xppxpxpxpxpxppxx xxxxxxxx −+−=  

        )ˆˆˆˆˆˆˆˆ()ˆˆˆˆˆˆˆˆ( xxppxpxpxpxpxppx xxxxxxxx −+−+  

  xpxpxppxpxpxppxx xxxxxxxx ˆ]ˆ,ˆ[ˆˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ˆˆˆ]ˆ,ˆ[ˆ +++=     （３） 

因  ipx x =]ˆ,ˆ[  

)ˆˆˆˆ(2]ˆ,ˆ[ 22 xppxipx xxx +=                    （４） 

代入（２）式，得到待证的一式。 
 

5.4 多粒子系若不受外力，则其哈密顿算符可表成： /][/ˆ
2

1ˆ
,

2
j

ji
ji

i
i

i
i

rrVp
m

H 



−+= ∑∑
<

  ⑴ 

证明：总动量 ∑=
i

ipp ˆˆ 

为守恒。                                                ⑵ 

证明：待证一试是矢量算符，可以证明其 x 分量的守恒关系，即为足够按力学量守恒条件这要求： 

           0]ˆ,ˆ[ =Hpx    ⑶ 

/)](/ˆ
2
1,ˆ[]ˆ,ˆ[

,

2
j

ji
i

i
i

ii
ixx rrVp

m
pHp 

−+= ∑∑∑  

 = /)](/,ˆ[]ˆ
2

1,ˆ[
,

2
j

ji
i

i
ix

i
i

ii
ix rrVpp

m
p 

−+ ∑∑∑∑  

= ])ˆˆˆ(
2

1)ˆˆˆ(
2

1,ˆˆˆ[ 2
z

222
z1

2
1

2
121 …+++…+++……+ iiyix

i
yx

i
xxx ppp

m
ppp

m
ppp i  

+ ]/)(//)(/ /)(/,ˆˆˆ[ 322121 …+−…−+−……+ jixxx rrVrrVrrVppp 

i            ⑷ 

第一个对易式中，因为： 0]ˆ,ˆ[ 2
x =jix pp  ，  0]ˆ,ˆ[ 2

x =jyi pp  ， 0]ˆ,ˆ[ 2
jz =ppix  

故整个      0]ˆ
2

1,ˆ[ 2 =∑∑
i

i
ii

ix p
m

p  
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至于第二个对易式中，其相互势能之和有以下的形式 

∑∑
<

−−−=−

ji
ji

jijijij
ji

i zzyyxxVrrV
,,

),,(/][/ 

 

              = )},,(),,({
2
1

,
jijiji

ji
jijiji zzyyxxVzzyyxxV −−−+−−−∑  

又⑷式的第二对易式又能用分配律写成许多对易式之和，由于不同粒子的坐标算符和动量算符永远能够对

易，⑷式又能简化成： 

]),,(ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ ∑∑ −−−=
j

jijiji
i

ixx zzyyxxVpHp  

     =∑∑ −−−+−−−
i

ijijijjijiji
j

ix zzyyxxVzzyyxxVp )}],,(ˆ),,(ˆ{
2
1,ˆ[      ⑹ 

再运用对易式（第四章 11 题）  
i

i
i

i
iix x

xV
i

xF
xi

xFp
∂

∂
=

∂
∂

=
)()](,[)](,ˆ[ 

      

代入上式得：  

 ])],,(ˆ[
2
1,ˆ[)],,(ˆ[

2
1,ˆ[[]ˆ,ˆ[ ∑ ∑∑∑ −−−+−−−=

i i
ijijij

j
ixjijiji

j
ixx zzyyxxVpzzyyxxVpHp        

= 0
22

=
∂
∂

−
∂
∂ ∑∑∑∑

ii j i x
V

ix
V

i


 

满足⑶式，故⑵式得征。 
 

5.5 多粒子系如所受外力矩为 0，则总动量 ∑= ilL ˆˆ
为守恒。 

证明：与前题类似，对粒子系，外力产生外力势能和外力矩，内力则

产生内力势能 )( ji rrV 

− ，但因为内力成对产生，所以含内力矩为 0，

因此若合外力矩为零，则总能量中只含内势能： 

         ][ˆ
2
1ˆ

,

2
j

ji
ii

i

rrVpH 

−+= ∑µ
          ⑴ 

要考察合力矩是否守恒，可以计算 ]ˆ,ˆ[ HL


的分量看其是否等于零。 

]][ˆ
2

1),([]ˆ,ˆ[
,

2∑ ∑∑ −+−=
i

j
ji

i
i

i
i

iyiizix rrVppzpyHL 



µ
 

)])(,,(),,()[(

)])(ˆˆˆ()ˆˆˆ()[(
2
1 222222

iyiixijijiji
i

jijiji
j

iyiizi

iyiiziiziyixiziyix
i

iyiizi
i

pzpyzzyyxxVzzyyxxVpzpy

pzpypppppppzpy

−−−−−−−−−+

−++−++−=

∑∑

∑ µ      
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])()[(

)]ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ(

)ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ[(
2
1

2222
y

22

222222

∑∑

∑

−+−+

−+−+−+

−+−+−=

i j
iyiiyiixiixi

iziyiiyiiziyiyiiyiiixiyiiyiix

iziiziziziiziiyiyizi
i

iziixixizi
i

VpzpVzpVyVpy

ppzpzpppzpzpppzpzp

pypppypypppypypppy
µ

          ⑶ 

因为    0],[],[],[],[ 2222 ==== iyizixiziziziyix pppppppp  

因而⑶可以化简： 

 ]},[],{[}],ˆ[000ˆ]ˆ,[0{[
2
1]ˆ,ˆ[ 2

z
2 ∑∑∑ +++++++=

i j
iyiiiziyiiz

i
iiyi

i
x pVzVyppzpppyHL

µ



   

用对易关系： 

 ]}[][{}i22{
2
1]ˆ,ˆ[ Vz

yi
Vy

zi
pppipHL i

i
i

ii j
iyiziziy

i i
x ∂

∂
−

∂
∂

+−= ∑∑∑ 





µ
  

        ∑ ∂
∂

−
∂
∂

=
ji i

i
i

i y
z

z
Vy

i ,
}V{      ⑷ 

最后一式第一求和式用了 yiyi ipp 2],y[ 2 = 等，第二求和式用了：
x
f

i
xfpx ∂

∂
=
)](,[  

最后的结果可用势能梯度[内力]表示，因内力合矩为零，故有 

  0]ˆ,ˆ[
,,

i ∑∑ =×=∇×=
ji

ii
ji

ix fr
i

Vr
i

HL






 

同理可证  0]ˆ,ˆ[ =HLy



    0]ˆ,ˆ[ =HLz



 

因此 L̂


是个守恒量。 

 
5.6 证明：对经典力学体系，若 A，B 为守恒量，则{A，B}即泊松括号也为守恒量，但不一定是新的守恒量，对

于量子体系若 Â， B̂ 是守恒量，则 }ˆ,ˆ{ BA 也是守恒量，但不一定是新的守恒量。 

   [证明]先证第一总分，设qi 为广义坐标，pi为广义动量，A{ qi ，pi}和B{ qi ，pi }是任意力学量, i=1,2,3,…
ε为坐标或动量编号，s自由度，则经典Poisson括号是：（前半题证明c.f.Goldstein：Clessical Mechanlcs） 

iiii i q
B

p
A

p
B

q
ABA

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

≡ ∑},{  

在经典力学中，力学量 A 随时间守恒的条件是      0},{ =ii qpA
dt
d

 

或写作： 0=
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

= ∑ t
p

p
A

t
q

q
A

t
A

dt
dA i

i

i

i i
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将哈密顿正则方程式组：
i

i

p
H

dt
dq

∂
∂

=        
i

i

q
H

dt
dp

∂
∂

−=  

代入前一式得       0},{ =+
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

= ∑ HA
t
A

q
H

p
A

p
H

q
A

t
A

dt
dA

iiii i

 

因此，若力学量 A，B 不显示含时间 t,则这两涵数随时间守恒的条件是： 

0},{ =HA               ⑵        

0},{ =HB          ⑶ 

假定以上两条件都适合，我们来考察 {A，B}是否也是守恒的？为此只需要考察下式能否成立：    

0}},,{{ =HHA     ⑷ 

为了考察前一式，可令： }},{,},{,{ HABHBAI −≡     ⑸ 

将此式用泊松括号的定义展开得： 

∑∑ ∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

≡
k KKKKi iiii q

H
p
B

p
H

q
B

qp
A

pq
AI }{}{  

∑∑ ∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
i iiiik KKKK q

H
p
A

p
H

q
A

qp
B

pq
B }{}{  

仔细地展开前一式的各项，将发现全部有关 H 的二阶导数都抵消，只留下 H 的一阶导数的项，化简形式如下： 

        ∑ ∂
∂

+
∂
∂

=
i ii q

HBAG
p
HBAFI }),(),({           ⑹ 

式中 F，G 都含 A 和 B 的导数，为了确定这两个待定系数，可令 H 等于特殊函数 ip (这不失普遍性，F 与 H 无关)，

代入⑸式后有 

},{},{},{

}},{,{}},{,{

BA
qq

AB
q
BA

pABpBAI

iii

ii

∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

=

−=
 

前式中 },{ ipB 的值可在⑴中，作替代 A—>B，B—> ip 得到， },{ ipA 求法类似。再在⑹式中，令 H= ip ，得：

I=F（A，B）因而得：    },{),( BA
q

BAF
i∂

∂
=  

同理令 H= iq 得： },{),( BA
p

BAG
i∂

∂
−=  

将所得的 F 和 G 代入⑹，并将这结果再和⑸等同起来，得到： 
{A，{B，H}}—{B，{A，H}} 
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}},,{{}},{},{{ HBA
q
HBA

pp
HBA

q iiii i

=
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

= ∑  

这个式子说明：如果（2），（3）满足，（4）式就成立即{A,B}守恒。 

在量子力学体系情形， BA ˆ,ˆ 守恒的条件是 

0]ˆ,ˆ[ =HA             0]ˆ,ˆ[ =HB  

再考察   ]ˆ,ˆˆˆˆ[]ˆ]ˆ,ˆ[[ HABBAHBAI −==  

           ]ˆ,ˆˆ[]ˆ,ˆˆ[ HABHBA −=  

将此式加减 AHBHBA ˆˆˆˆˆˆ + 后得到： 

ABHAHBBHAHBAHBA ˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ˆ]ˆ]ˆ,ˆ[[ +++=  

若 Â， B̂ 是守恒量，前一式等号右方 0]ˆ,ˆ[ =HA ， 0]ˆ,ˆ[ =HB ，左方 0]ˆ]ˆ,ˆ[[ =HBA  

所以 ]ˆ,ˆ[ BA 也是守恒量，所以量子体系的情形也有类似的结论。在量子体系情形，若 BA ˆ,ˆ 是守恒量，则 HBA ˆ,ˆ,ˆ

有共同本征态，在此态中测得 BA ˆ,ˆ 的值为确定值A0和B0（初始时刻的值）， ]ˆ,ˆ[ BA 的值为 0。 

 
5.7——3.2，3.3 
 

5.8 ( ) { }xx iaP
x

aaD −=








∂
∂

−= expexp 表示沿 x 方向平移距离a 算符.证明下列形式波函数（Bloch 波函数）

( ) ( )xex k
ikxφψ = , ( ) ( )xax kk φφ =+  是 ( )aDx 的本征态，相应的本征值为 ikae−  

证： ( ) ( ) ( ) ( ) ( )axeaxxaD k
axik

x −=−= − φψψ ( ) ( )xexee ika
k

ikxika ψφ −− =⋅=       证毕 

 
5.8 证明周期场中的 Bloch 波函数（§3.4） 

       )()( xex k
ikxΦ=ψ   ， )()( xax kk Φ=+Φ  

是 )(ˆ aDx 的本征函数，相应的本征值是 ikae 。 

（证明） )(ˆ aDx 是位移算符，它的本征态具有空间的移动（或平移）的对称性，假使 )(xψ 是这种态，则

)()()(ˆ xxaDx λψψ =  

同时 )(xψ 是有运动对称性的： )()( xax ψψ =+  
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将 )(aDx 作用于 Bloch 函数： 

)()()()()(ˆ )( xexeeaxeaxxD ika
k

ikxika
k

axik
x ψψψ =Φ=+Φ=+= +  

 
5.9——6.7 
 

5.9 设 m 表示 zL 的本征态（本征值为 m ），证明 

mee yz ikLikL 



θϕ −−  

是角动量 L 沿空间 ( )ϕθ , 方向的分量 nL  

=⋅= nLLn θϕθϕθ cossinsincossin zyx LcLL ++ 的本征态。 

证：算符
θyikLe−
相当于将体系绕 y 轴转θ 角，算符

ϕzikLe−
相当于将体系绕 z 轴转ϕ角， m 原为 zL 的本征态，

本征值为 m ，经过两次转动，固定于体系的坐标系（即随体系一起转动的坐标系）的 'z 轴（开始时和实验室 z

轴重合）已转到实验室坐标系的 ( )ϕθ , 方向，即n 方向， mYlm = 变成了ψ ，即变成了 nL 的本征态。本征值是

状态的物理属性，不受坐标变换的影响，故仍为 m 。（还有解法二，参 钱.  .《剖析》.  P327） 
 
5.10——2.12 
5.11 5.12 答案没找到 
5.13——3.10 
5.14——3.16 
 
5.14 验证积分方程式 

         ])(,ˆ[ˆ)(ˆ
0 ττ dBAiBtB

t

o
∫+=  

有下列解：
tAitAi eBetB ˆˆ )0()(ˆ −=  （ Â与时间无关） 

  （证明）根据第四章第 40 习题，有： 

.......]]ˆ,ˆ[,ˆ[
!

1],ˆ[ˆˆ ˆˆ +′+′+′=− ALLALAeAe LtL

ε
     （2） 

因此令题给一式中的 LtAi ˆˆ =  ，题给一式 AB ′= ˆ)0(ˆ  （前式中的） 

则  .......)]]0(ˆ,ˆ[,ˆ[
!2

1)]0(ˆ,ˆ[)0(ˆ)(ˆ +++= BtAitAiBtAiBtB     

         ......)]]0(ˆ,ˆ[,ˆ[
!2
)()]0(ˆ,ˆ)[()0(ˆ

2

+++= BAAitBAitB         （3） 
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将（3）积分： ......})]]0(ˆ,ˆ[,ˆ[
!3
)()]0(ˆ,ˆ[

!2
)())(0({1)(ˆ

22

0

+++=∫ BAAitBAititB
i

dB
t

ττ   （4） 

将（4）代入（1）式右方： 

)(ˆ......)]]0(ˆ,ˆ[,ˆ[
!2

1
)]0(ˆ,[])(ˆ,[ˆ

0
0

0 tBBtAitAiBiAtBdBAiB
t

=+++=+ ∫ ττ  

题得证。 
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5.15——参考 7.17 
 

5.15 证明 schrödinger 方程变换在 Galileo 变换下的不变性，即设惯性参照系 'K 的速度υ相对于惯性参照系 K 运

动（沿 x 轴方向），空间任何一点 两个参照系中的坐标满足下列关系： 

'''' ,,, ttzzyyvtxx ===+= 。                                    （1） 

势能在两个参照系中的表示式有下列关系 

( ) ( ) ( )txVttxVtxV ,,, ''''' =−= υ                                     （2） 

证明 schrödinger 方程在 'K 参照系中表为  ''
2

22
'

'2
ψψ 







+

∂
∂

−=
∂
∂ V

xmt
i 

  

 在 K 参照系中表为    ψψ 







+

∂
∂

−=
∂
∂ V

xmt
i 2

22

2


  

其中   ( )ttxtmxmi ,
2

exp '
2

υψυυψ −















−=



 

证：由波函数的统计解释，ψ 和 'ψ 的意义完全相同。 

( ) ( )txwtx ,, 2 =ψ ，   是 t 时刻在 x 点找到粒子的几率密度； 

( ) ( )'''2''' ,, txwtx =ψ ，是 't 时刻在 'x 点找到粒子的几率密度。 

但是在给定时刻，给定地点发现粒子的几率应与参照系的选择无关，所以相应的几率应相等，即   

( ) ( )''' ,, txwtxw =                                                       （6） 

从（1）式有  ( ) ( )txwttxw ,,' =−υ                                             （6’） 

由此可以得出， ψ 和 'ψ 两个波函数彼此只应差绝对值为 1 的相因子，所以 

( ) ( ) ( ) ( )ttxetxetx txiSiS ,,, ',''' υψψψ −==                                    （7） 

( ) ( ) ( )txettx txiS ,, ,' ψυψ −=−                                               （7） 

由（1）式，      
xx ∂
∂

=
∂
∂

' ,    
tx

v
t ∂

∂
+

∂
∂

=
∂
∂

' ,     2

2

2'

2

xx ∂
∂

=
∂

∂
 

（3）式变为： ( ) ( ) ( )'''''''''
2

22

,,,
2

txtxVtx
xm

ψψ +
∂
∂

−


 

( ) ( )'''''' ,, tx
t

itx
x

i ψψυ
∂
∂

+
∂
∂

=                          （8） 
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将（7’）代入（8）式，可得 

( ) ψυψυψ













∂
∂

−
∂
∂

−






∂
∂

+
∂
∂

++
∂
∂







 −

∂
∂

+
∂
∂

−
t
S

x
S

x
S

mt
S

m
itxV

xx
S

m
i

xm








22

2

22

2

22

22
,

2 t
i

∂
∂

=
ψ

                                         

（9） 

选择适当的 ( )txS , ，使得（9）→（4）， 

0=−
∂
∂ υ

x
S

m


 。                                           （10） 

0
22

22

2

22

=
∂
∂

−
∂
∂

−






∂
∂

+
∂
∂
⋅

t
S

x
S

x
S

mx
S

m
i 

 υ                   （10’） 

从（10）可得       ( )tfxmS +=


υ
 。                                     （11） 

( )tf 是τ 的任意函数，将（11）代入（10’），可得 

2

2υm
t
f

−=
∂
∂

 

积分，得            ( ) Ctmtf +−=
2

2υ
 。 

C 为积分常数，但 0=υ 时， 'K 系和 K 系重合， 'ψ 应等于ψ ，即 S 应等于 0 ，故应取 0=C ，从而得到    

tmxmS
 2

2υυ
−=                                              （12） 

代入（7’）式，最后得到波函数的变换规律： 















 −= tmxm

i
2'

2
11exp υυψψ



                                 （13） 

逆变换为   













 +== '2'''

2
1exp tmxmieiS υυψψψ



                         （13’） 

相当于式（13）中的 υυ −→ ，带 ”，“ 的量和不带 ”，“ 的量互换。 

讨论： ( )txS , 的函数形式也可用下法求出： 

因 ( )txS , 和势能V 无关，所以只需要比较平面波（自由粒子）在 K 和 'K 系中的表现形式，即可确定 ( )txS , . 

沿 x 方向运动的自由粒子，在伽利略变换下，动量、能量的变换关系为 

υmPP −='  

22
22'

'

2
1

2
1

22
υυυυ mPEmP

m
P

m
PE +−=+−==                   （14） 
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据此， K 系和 'K 系中相应的平面波波函数为 

( ) EtPxie −=ψ ，   ( ) ''''' tExPie −=ψ                              （15） 

（1）、（14）代入（15），即得 















 −= tmxm

i
2'

2
11exp υυψψ



 

此即（13）式，由于这个变换关系仅取决于 K 和 'K 系的相对速度υ，而与粒子的动量 P 无关，所以上式适用于

任何自由粒子。它正是所求的变换关系。 
 
5.15 证明在伽利略变换下薛定谔方程具有不变性，即设惯系 K＇以速度 v 相对于惯性系 K（沿 x 轴正方向）运动

时，空间任何一点，两座标系中的坐标满足： 
x=x＇+vt＇    y=y＇     z=z＇ 
t＇=t                  ⑴ 

势能在 K＇K 两坐标系中的表示式有下列关系 
V＇（x＇,t＇）=V＇(x-vt,t)=V(x,t)            ⑵ 

证明若在 K＇中薛定谔方程式是 

 

ψ
µ

ψ ′′+
′∂

∂
−=

′∂
′∂ )

2
( 2

22

V
xt

i 

         则在 K＇中： ψ
µ

ψ )
2

( 2

22

V
xt

i +
∂
∂

−=
∂
∂ 

  

其中： ),(),(
)

2
(

2

tvtxetx
tvxvi

−′×=
−

ψψ       ⑶ 

[证明]从伽利略变换定义可知，在⑴式中当 t=0 时，x=x＇，t=t＇，因此在时刻 t=0 一点的波函数 ),( txψ 与 ),( tx ′′′ψ

相重合，这个关系和§5.1⑵的海森伯，薛定谔表象变换: 

)0,(),( /ˆ retr tHi 

ψϕ −=  

为普遍起见,我们假设 K,K＇间的变换用一未知的么正算符 ),(ˆ txU 表示。关于这一点也可以用变换前后的几率相

等来解释
22 ),(),( txtx ′′= ψψ 。 
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),(),(ˆ),( txtxUtx ψψ =′′′               ⑷ 

逆变换        ),(),(ˆ),( 1 txtxUtx ′′′= − ψψ        ⑸ 

从⑴知道：
xxx

x
x ∂

∂
=

∂
∂

•
′∂

∂
=

′∂
∂

            
x

v
txt

x
tt

t
t ∂

∂
+

∂
∂

=
∂
∂

′∂
∂

+
∂
∂

′∂
∂

=
′∂

∂
   ⑹ 

已知在 K＇描写态的波函数 ),( tx ′′′ψ 满足： 

         ),(),(),(
2 2

2

txtxVtx
xt

i ′′′′′+′′′
′∂

∂
−=

′∂
′∂ ψψ

µ
ψ 

            ⑺ 

将⑷和⑹的关系代入；并注意势能 V（x,t）是变换的不变量 

         ),(ˆ),(ˆ),(ˆ
2

),(ˆ)( 2

22

txUtxVtxU
x

txU
x

v
t

i ψψ
µ

ψ +
∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂ 

  

展开得： )ˆˆˆˆ
(

x
Uv

x
Uv

t
U

t
Ui

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ ψψψψ  

 

ψψψψ
µ

⋅⋅+
∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂

−= UV
x
U

xx
U

x
U ˆˆ)

ˆ
2ˆ(

2 2

2

2

2


            ⑻ 

式子⑻中的变换算符没有单一解，但是，假定象题中指定的，要求另一座标系 K 中，薛定谔方程式有完全相同

的形式，即下式成立的话： 

),(),(),(
2 2

22

txtxVtx
xt

i ψψ
µ

ψ
+

∂
∂

−=
∂
∂ 

        ⑼ 

那末⑻式中Û 需要受到限制，即⑻必需化简为⑼，为此比较⑻式左右方
x∂

∂ψψ , 的系数，容易看出，下面二式满

足时⑻化为⑼的形式： 

2

22 ˆ

2
)

ˆˆ
(

x
U

x
Uv

t
Ui

∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

µ


           （10） 

x
UUiv
∂
∂

=
µ

2
ˆ 

                        （11） 

将（11）积分，得到： 

xvi

etctxU 

µ
−

= )(ˆ),(ˆ              （12） 

)(ˆ tc 是个与 t 有关的算符，再将（12）代入（10），得到： )(ˆ
2

)(ˆ 2

tciv
t
tc



µ
=

∂
∂

 

积分得：

tiv

ectc 2

2

)0(ˆ)(ˆ
µ

=      
)

2
(

2

)0(ˆ),(ˆ xtvi
ectxU 

µνµ
−

=  
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逆变换是：
)

2
(11

2

)0(ˆ),(ˆˆ tuvxuvi
ectxUU 

−−+− ==  

 
 

5.15 证明 schrödinger 方程变换在 Galileo 变换下的不变性，即设惯性参照系 'K 的速度υ相对于惯性参照系 K 运

动（沿 x 轴方向），空间任何一点 两个参照系中的坐标满足下列关系： 

'''' ,,, ttzzyyvtxx ===+= 。                                    （1） 

势能在两个参照系中的表示式有下列关系 

( ) ( ) ( )txVttxVtxV ,,, ''''' =−= υ                                     （2） 

证明 schrödinger 方程在 'K 参照系中表为  ''
2

22
'

'2
ψψ 







+

∂
∂

−=
∂
∂ V

xmt
i 

  

 

 在 K 参照系中表为    ψψ 







+

∂
∂

−=
∂
∂ V

xmt
i 2

22

2


  

其中   ( )ttxtmxmi ,
2

exp '
2

υψυυψ −















−=



 

证：由波函数的统计解释，ψ 和 'ψ 的意义完全相同。 

( ) ( )txwtx ,, 2 =ψ ，   是 t 时刻在 x 点找到粒子的几率密度； 

( ) ( )'''2''' ,, txwtx =ψ ，是 't 时刻在 'x 点找到粒子的几率密度。 

但是在给定时刻，给定地点发现粒子的几率应与参照系的选择无关，所以相应的几率应相等，即   

( ) ( )''' ,, txwtxw =                                                       （6） 

从（1）式有  ( ) ( )txwttxw ,,' =−υ                                             （6’） 

由此可以得出， ψ 和 'ψ 两个波函数彼此只应差绝对值为 1 的相因子，所以 

( ) ( ) ( ) ( )ttxetxetx txiSiS ,,, ',''' υψψψ −==                                    （7） 

( ) ( ) ( )txettx txiS ,, ,' ψυψ −=−                                               （7） 

由（1）式，      
xx ∂
∂

=
∂
∂

' ,    
tx

v
t ∂

∂
+

∂
∂

=
∂
∂

' ,     2

2

2'

2

xx ∂
∂

=
∂

∂
 

（3）式变为： ( ) ( ) ( )'''''''''
2

22

,,,
2

txtxVtx
xm

ψψ +
∂
∂

−
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( ) ( )'''''' ,, tx
t

itx
x

i ψψυ
∂
∂

+
∂
∂

=                          （8） 

将（7’）代入（8）式，可得 

( ) ψυψυψ













∂
∂

−
∂
∂

−






∂
∂

+
∂
∂

++
∂
∂







 −

∂
∂

+
∂
∂

−
t
S

x
S

x
S

mt
S

m
itxV

xx
S

m
i

xm








22

2

22

2

22

22
,

2 t
i

∂
∂

=
ψ

                                         

（9） 

选择适当的 ( )txS , ，使得（9）→（4）， 

0=−
∂
∂ υ

x
S

m


 。                                           （10） 

0
22

22

2

22

=
∂
∂

−
∂
∂

−






∂
∂

+
∂
∂
⋅

t
S

x
S

x
S

mx
S

m
i 

 υ                   （10’） 

从（10）可得       ( )tfxmS +=


υ
 。                                     （11） 

( )tf 是τ 的任意函数，将（11）代入（10’），可得 

2

2υm
t
f

−=
∂
∂

 

积分，得            ( ) Ctmtf +−=
2

2υ
 。 

C 为积分常数，但 0=υ 时， 'K 系和 K 系重合， 'ψ 应等于ψ ，即 S 应等于 0 ，故应取 0=C ，从而得到    

tmxmS
 2

2υυ
−=                                              （12） 

代入（7’）式，最后得到波函数的变换规律： 















 −= tmxm

i
2'

2
11exp υυψψ



                                 （13） 

逆变换为   













 +== '2'''

2
1exp tmxmieiS υυψψψ



                         （13’） 

相当于式（13）中的 υυ −→ ，带 ”，“ 的量和不带 ”，“ 的量互换。 

讨论： ( )txS , 的函数形式也可用下法求出： 

因 ( )txS , 和势能V 无关，所以只需要比较平面波（自由粒子）在 K 和 'K 系中的表现形式，即可确定 ( )txS , . 

沿 x 方向运动的自由粒子，在伽利略变换下，动量、能量的变换关系为 

υmPP −='  
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22
22'

'

2
1

2
1

22
υυυυ mPEmP

m
P

m
PE +−=+−==                   （14） 

据此， K 系和 'K 系中相应的平面波波函数为 

( ) EtPxie −=ψ ，   ( ) ''''' tExPie −=ψ                              （15） 

（1）、（14）代入（15），即得 















 −= tmxm

i
2'

2
11exp υυψψ



 

此即（13）式，由于这个变换关系仅取决于 K 和 'K 系的相对速度υ，而与粒子的动量 P 无关，所以上式适用于

任何自由粒子。它正是所求的变换关系。 
 
5.16——2.1 
5.17——2.2 
 

5.17 设 Hamilton 量 ( )rV
u

PH +=
2

2

。证明求和规则 ( ) uxEE
n

nmmn 2
22
=−∑   

x 是 r 的一个分量， 
n
∑是对一切定态求和， nE 是相应于n 态的能量本征值， nEnH n= 。 

证： [ ] [ ] xxx p
u
ipi

u
px

u
Hx 

 =⋅== 2
2
1,

2
1, 2                               （∆） 

=A ( )∑ −
n

nmmn xEE 2 ( )mxExEnnxm mn
n

−= ∑ [ ]mxHnmHxnnxm
n

−= ∑  

[ ]mHxnnxm
n

,∑−= [ ])( 2,
2
1∆
∑−= mPxnnxm

u x
n

mPnnxm
u
i

x
n
∑−=


 

mxPm
u
i

x


−=  

又 =A ( )∑ −
n

mn mxnnxExEm [ ] mxnnHxm
n
∑= ,

)(∆
nxPm

u
i

x


−=  

=∴ A2      ( )mxPxPm
u
i

xx −
 [ ]mPxm

u
i

x,

−=
u

i
u
i 2







=⋅
−

= ， 

=∴ A      ( ) uxEE
n

nmmn 2
22
=−∑ 。 

不难得出，对于 ZY , 分量，亦有同样的结论，证毕。 

5.18——2.4 
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5.18 设 ( )prF , 为厄米算符，证明能量表象中求和规则为 

( ) [ ][ ]kFHFkFEE
n

nkkn ,,
2
12 =−∑                               （1） 

证：式（1）左端
令
= =A ( ) kFnnFkEE

n
kn∑ − ( )kFHHFnnFk

n
−= ∑  

[ ][ ]kFHFk ,,=                                            （2） 

计算中用到了公式   1=∑
n

nn 。 

由于 FH , 是厄米算符，有下列算符关系： 

[ ] ( ) [ ]FHHFFHFHHFFHHFFH ,, −=−=−=−=∗ ++++++               （3） 

式（2）取共轭 ( )+ ，得到 

=A =+A [ ][ ] +
kFHFk ,, [ ] kFFHk ++= , [ ])3(

, kFFHk−=                 （4） 

结合式（2）和（4），得 

=A ( ) [ ][ ]kFHFkFEE
n

nkkn ,,
2
12 =−∑ 证毕。 

5.19——2.5 

5.19）设 ( )prF , 为厄米算符，证明能量表象中求和规则为 

( ) [ ][ ]kFHFkFEE
n

nkkn ,,
2
12 =−∑                               （1） 

证：式（1）左端
令
= =A ( ) kFnnFkEE

n
kn∑ − ( )kFHHFnnFk

n
−= ∑  

[ ][ ]kFHFk ,,=                                            （2） 

计算中用到了公式   1=∑
n

nn 。 

由于 FH , 是厄米算符，有下列算符关系： 

[ ] ( ) [ ]FHHFFHFHHFFHHFFH ,, −=−=−=−=∗ ++++++               （3） 

式（2）取共轭 ( )+ ，得到 

=A =+A [ ][ ] +
kFHFk ,, [ ] kFFHk ++= , [ ])3(

, kFFHk−=                 （4） 

结合式（2）和（4），得 
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=A ( ) [ ][ ]kFHFkFEE
n

nkkn ,,
2
12 =−∑  

证毕。 
 
5.20——2.6 
5.21——2.7 
5.22——2.8 
5.23——2.9 
5.24——2.10 
5.25 没找到答案 
 
补充： 

1.粒子系处在下列外场中，指出哪些力学量（动量，能量，角动量，宇称）是守恒量。 
⑴自由粒子 
⑵无限的均匀柱对称场 
⑶无限均匀平面场 
⑷中心力场 
⑸均匀交变场 
⑹椭球场 

[解]要判断哪些力学量守恒,需要将力学量 PHlp ˆ,ˆ,ˆ,ˆ  [宇称量]等表示成适宜的形式,再考察 ]ˆ,ˆ[ HA 等是否是零,但

Â是该力学量,若该交换式是零就说明 Â是个守恒量,下面各种场的分析中, lp ˆ,ˆ  的分量或其平方, PH ˆ,ˆ 等逐个

立式考虑, 

⑴[自由粒子] 0ˆ =V       
µ2

ˆˆ
2pH =  

[a] 0)]ˆˆˆ(
2
1,ˆ[]ˆ,ˆ[ 222 =++= zyxxx ppppHp
µ

 

同理   0]ˆ,ˆ[ =Hpy      0]ˆ,ˆ[ =Hpz  

[b] 0)ˆˆˆˆ(
2
1)]ˆˆˆ(

2
1),ˆˆˆˆ([]ˆ,ˆ[ 222 =−=++−= yzxyzyxyxx ppppppppzpy

i
Hl

µµ


 

同理 0]ˆ,ˆ[ =Hly          0]ˆ,ˆ[ =Hlz  

[c]设 P̂ 为宇称，对任意波涵数 ),( trψ  

),()}(
2

{ˆˆˆ
2

2

2

2

2

22

tr
zyx

PHP  ψ
µ

ψ
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=  
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),()
)()()(

(
2 2

2

2

2

2

22

tr
zyx



−
−∂
∂

+
−∂
∂

+
−∂
∂

−= ψ
µ

 

),(ˆˆ),(ˆ trPHtrH  ψψ =−=  

PHHP ˆˆˆˆ =      或      0]ˆ,ˆ[ =HP  

此外 H 不显含时间，故总的说 PHlp ˆ,ˆ,ˆ,ˆ 守恒。 

⑵[无限均匀柱对称场] 

柱对称场若用柱面座标 ),,( zR ϕ 表示势能时,形式为 V(R),是对称的哈氏算符,凡以 z 轴为对称轴的柱面上各

点，势能 V(R)相同。 

)(}
)(

1)]([1{
2 2

2

2

2

2

2

RV
zRR

R
RR

H +
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−=
ϕµ



 

[a]动量算符      )sin(cosˆ
ϕ

ϕϕ
∂
∂

−
∂
∂

=
RRi

px


， 

                )cos(sinˆ
ϕ

ϕϕ
∂
∂

+
∂
∂

=
RRi

py


， 

                
zi

pz ∂
∂

=
ˆ  

直截代入相应的对易式，得： 

0]ˆ,ˆ[ ≠Hpx        0]ˆ,ˆ[ ≠Hpy           0]ˆ,ˆ[ =Hpz  

[b]角动量分量    }coscossin{ˆ
z

R
R
z

R
z

i
lx ∂

∂
+

∂
∂

−
∂
∂

−= ϕ
ϕ

ϕϕ

 

                }cossincos{ˆ
z

R
R
z

R
z

i
l y ∂

∂
−

∂
∂

−
∂
∂

= ϕ
ϕ

ϕϕ

 

                
ϕ∂
∂

=
i

lz
ˆ  

直截代入相应的交换式，得： 

0]ˆ,ˆ[ ≠Hlx        0]ˆ,ˆ[ ≠Hl y         0]ˆ,ˆ[ =Hlz  

[c] ),()}ˆ(ˆ
2
1{),()}ˆ(ˆ

2
1{ˆ),(ˆˆ 22 trrVptrrVpPtrHP 

−−+=+= ψ
µ

ψ
µ

ψ  

柱面对称性的表示式 )()( rVrV 

−=  
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故前式成为        ),(ˆˆ),(ˆˆ trPHtrHP  ψψ =       0]ˆ,ˆ[ =HP  

此外 Ĥ 也不显含时间 t，总的说来 PHlp zz
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ 四力学量守恒。Z 是柱面对称轴方向的座标。 

⑶[无限均匀的平面场] 

均匀平面场在一平面内势能不为零,并且处处相等,而与该点的座标无关,记作 0V . 

0
22

0
2 ˆ)ˆˆ(

2
1ˆˆ

2
1ˆ VppVpH yx ++=+=

µµ
 

[a] ]ˆ)ˆˆ(
2
1,ˆ[]ˆ,ˆ[ 0

22 VpppHp yxxx ++=
µ

 

           0)]ˆ,ˆ()ˆˆ(
2
1,ˆ[ 0

22 =++= Vpppp xyxx µ
 

同理 0]ˆ,ˆ[ =Hpy  

[b]角动量 l̂


系沿着 z 轴,故 0ˆ =xl   , 0ˆ =yl , xyz pypxl ˆˆˆˆˆ −=  

0]ˆ,ˆ[ =Hlx     0]ˆ,ˆ[ =Hly     

 ]ˆ)ˆˆ(
2
1,ˆˆˆˆ[]ˆ,ˆ[ 0

22 VpppypxHl yxxyz ++−=
µ

 

0)ˆˆˆˆ(
2
1

=−= yxxy ppippi 

µ
 

0]ˆ,ˆ[ =Hlz



 

[c] ),,(})(
2

{ˆˆˆ
02

2

2

22

tyxV
yx

PHP ψ
µ

ψ +
∂
∂

+
∂
∂

−=


 

         ψψ
µ

PHtyxV
yx

ˆˆ),,(})
)()(

(
2

{ 02

2

2

22

=−−+
−∂
∂

+
−∂
∂

−=


 

0]ˆ,ˆ[ =HP  

Ĥ 不显含 t,总起来说 PHlp z
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ  守恒. 

本题和三维自由场类似,差别在于均匀二维势场,但它不影响力学量的守恒. 
⑷[中心力场] 
这种场的势能 V(r),哈氏算符 
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2
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2

2
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r

l
r

r
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∂
∂

∂
∂
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µ
   ⑴ 

动量算符如下: 

}
sin

sincoscoscos{sinˆ
ϕθ

ϕ
θ

ϕθϕθ
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

=
rrrixi

px


 

}
sin

cossincossin{sinˆ
ϕθ

ϕ
θ

ϕθϕθ
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

=
rrriyi

py


     ⑵ 

}sin{cosˆ
θ

θθ
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

=
rrizi

pz


 

由于
x∂
∂

等不能与 Ĥ 中所含 V(r)对易,因而各分量 xp̂ 等都不和 Ĥ 对易,即 0]ˆ,ˆ[ ≠Hpx 等式成立， 

}
sin
1)(sin

sin
1)(1{ˆ

2

2

222
2

2
22

ϕθθ
θ

θθ ∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−=
rrr

r
rr

p   

)( 2

2

2

2

2

2
2

zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=  和 V（r）对易，也不与 Ĥ 对易。即 0]ˆ,ˆ[ 2 ≠Hp  

[b]角动量算符是： 

}cos{sinˆ
ϕ

ϕθ
θ

ϕ
∂
∂

+
∂
∂

= ctgilx   

}sin{cosˆ
ϕ

ϕθ
θ

ϕ
∂
∂

−
∂
∂

−= ctgil y   

ϕ∂
∂

−= ilz 

ˆ  

}
sin

1)(sin
sin

1{ˆ
2

2

2
2

ϕθθ
θ

θθ ∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−= il          ⑶ 

l̂


及其分量仅与角度 ),( ϕθ 有关，与 r 无关，因而 xl̂ 等和
2l̂ 和势能 V（r）对易直接看出：（见课本 113 页） 

0]ˆ,ˆ[ 2 =llz  

直接代入能证： 0]ˆ,ˆ[ 2 =llx       0]ˆ,ˆ[ 2 =ll y  

0}}ˆ1)(1{
2

,{]ˆ,ˆ[ 2
22

2
2

2

=−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

−= l
rr

r
rr

iHlz






µϕ
 

同理关于 xl̂ ， yl̂ 。 
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2
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∂

∂
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lHl




µ
 

[c]中心力场是球对称势场，即在同一球面上势能相等（等势面球形） )()( rVrV 

=−  

对任意波函数 ),( trψ ，有 

),()}(
2
ˆ

{ˆ),()(ˆˆ
2

trrVpPtrrHP  ψ
µ

ψ +=  

),(ˆˆ),()}(
2
ˆ

{),()}(
2
ˆ

{
22

trPHtrrVptrrVp  ψψ
µ

ψ
µ

=−+=−−+= ， 

0]ˆ,ˆ[ =HP  

中心力场的守恒量是 PHll ˆ,ˆ,ˆ,ˆ 2


。 

⑸[均匀交变场] 
这种势场可以是三维的，但既是均匀的，则势能不应依赖于座标，而只依赖于时间，例如写成标量场形式 

tVV ωcos0=  

这样，在每一个指定时间 t 就是一个空间中的均匀场，其性质就和三维自由粒子场相仿。 PHlk ˆ,ˆ,ˆ,ˆ 
守恒量。 

但若这种场是矢量场，例如一个电场沿 z 轴，随时间作交变，这样对称性要减低。 

ktVV


•= ωcos0 （ k


沿 z 轴单位矢） 

则守恒量是 PHlpp xyx
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ  

⑹[椭球场] 
这种势场的对称性,在于场的等势面是一群椭球面,因而势场写作: 

222 )()()()(
c
z

b
y

a
xrV ++=



 

这可以用直角坐标形式的算符来讨论: 

})()(){()(
2

ˆ 222
2

2

2

2

2

22

c
z

b
y

a
x

zyx
H +++

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=
µ


 

动量算符是：
xi

px ∂
∂

=
ˆ      ，

yi
py ∂

∂
=
ˆ     ，

zi
pz ∂

∂
=
ˆ  

另两个轮换对称。 

由于直角坐标与其共轭动量不对易，即
i

xpx


=]ˆ,ˆ[ 等 

}])()(){()(
2

,[]ˆ,ˆ[ 222
2

2

2

2

2

22

c
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b
y

a
x

zyxxi
Hpx +++

∂
∂

+
∂
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+
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−
∂
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=
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一式中 0]ˆ,ˆ[ 2 ≠xpx ，所以动量不守恒，同理 

}])()(){()(
2

),([]ˆ,ˆ[ 222
2

2

2

2

2

22

c
z

b
y

a
x

zyxy
z

z
y

i
Hlx +++

∂
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+
∂
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+
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

=
µ


 

此式之中 xl̂ 与 T̂ ，V̂ 两部分都不能够对易，因而角动量也不守恒。 

椭球形势场中粒子的守恒只会有 Ĥ 和 P̂ 两种。 

c.f.D.特哈尔：量子力学习题集：§3。31 题 p154—p。160。 
 

2.对于平面转子（转动惯量 I），设： ϕϕψ 2sin)0,( A=  

（1） 试求 ),( tϕψ  

 [解]平面转子的定位坐标是转角ϕ，这种坐标相当于球面极坐标中 r=常数，
2
πθ = ， =ϕ 自变量的情形。 

 

首先推出哈氏算符，在经典力学中，若刚体对旋转轴转动惯量 I，角动量（相当于 xl̂ ） xl̂ 和动量 T 的关系是

T= 2

2
1

xl
I

，转子的势能是零，又在球面极座标中导得
ϕ∂
∂

=
i

lz


，故转子哈氏算符： 2

22

2
ˆ

ϕ∂
∂

−=
I

H 

             

⑴ 

根据本章§5.1 的⑵状态的波函数采用海森伯表象时记作 )0,(rϕ ，采用薛定谔表象时是 )0,(rψ ,则二者有函

数变换关系是： 

          )0,(),( /ˆ retr tHi 

ψϕ −=               ⑵ 

本题是该公式的典型用法的示例，本题情形，所用变换算符不显含时间，根据⑴式有： 

2

2

2
/

/ˆ ϕ∂
∂

− = I
ti

tHi ee


       ⑶ 
将⑶式运算于题给的海森伯表象波函数 
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注意到： ϕπϕϕ
ϕ
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⑷还是非归一化的波函，要将 ),( trψ 归一化，应乘常数
π3
4

。 
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第六章 中心力场 
P307  1.证明下列关系式： 

相对动量    ( )2112
1 pmpm
M

rp  −==
•

µ                                      （1） 

总动量      21 ppRMP 



+==
•

                                            （2） 

总轨迹角动量 prPRprprLLL 







×+×=×+×=+= 221121                       （3） 

总动能 
µ2222

22

2

2
2

1

2
1 p

M
P

m
p

m
pT +=+=





                                          （4） 

反之，有   ,
1

1 r
m

Rr 




µ

+=   r
m

Rr 





2
2

µ
−=                                     （5） 

           pP
m

p +=
2

1
µ

， pP
m

p −=
1

2
µ

                                  （6） 

以上各式中， ( )212121      , mmmmmmM +=+= µ  

证：  
21

2211

mm
rmrmR

+
+

=  ， （17）    21 rrr −= ，  （18） 

相对动量   ( )211221
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21 1 pmpm
M

rr
mm
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+
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•••

µ                    （1’） 
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+
+
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•

                       （2’） 
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1
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                                                             （4’） 

［从（17），(18)式可解出（5）式；从（1），(2)式可解出（6）式］. 

 

P308  2.同上题，求坐标表象中 p 、 P 和 L的算符表示 

rip ∇−=  ， RiP ∇−=  ， prPRL 



×+×=  

解：   ( ) ( )
21 122112

1
rr mm

M
ipmpm

M
p ∇−∇

−
=−=



                           （1） 

其中  
111

1 z
k

y
j

x
ir ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=∇ ， 

而   
xXM

m
xx

x
Xx

X
x ∂

∂
+

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ 1

111

， 

同理，
yYM

m
y ∂

∂
+

∂
∂

=
∂
∂ 1

1

，     
zZM

m
z ∂

∂
+

∂
∂

=
∂
∂ 1

1

； 

（利用上题（17）（18）式。） 

∴  =∇
1r rRM

m
∇+∇1 ；仿此可设  =∇

2r rRM
m

∇−∇1                      （2） 

代入（1）中，得 





 ∇+∇−∇+∇

−
= rRrR m

M
mmm

M
mm

M
ip 1

21
2

21

 

ri ∇−=                                                   （3） 

( )
2121 rrippP ∇+∇−=+= 



 )2(
Ri ∇−=                                    （4） 

prPRL 



×+×=  

只要将（3）、（4）式中的 p 、 P 以相应的算符代入即可。 

P308 质量分别为 m1 ,m 2 的两个粒子组成的体系，质心座标 及相对座R


标 r为： 

R


=
21

2211

mm
rmrm

+
+ 

                 (1)    
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r 12 rrr  −=                       (2) 

试求总动量 21 ppP 



+= 及总角动量 21 llL




+= 在 R


, r表象中的 

算符表示。 

1. [解] （a）合动量算符 21 ppP 



+= 。根据假设可以解出 1r


， 2r


 

令 21 mmm +≡  ：   r
m
mRr 





1

2
1 −=       （３） 

r
m
mRr 





2

1
2 +=      （４） 

设各个矢量的分量是 ),,( 1111 zyxr ， ),( 22,22 zyxr , 

),,( zyxr 和 ),,( ZYXR


。为了计算动量的变换式先求对 1x ， 

2x 等的偏导数： 
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 可以写出与（5）（6）类似的式子，因而： 
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利用（3），（4），（5），（6）： 
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P332 证明 ),(),(),(
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* 无关与常数 ϕθϕθϕθ =∑
=
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lm
m

m
lm YY 由此证明能级上满布电子的情况下，电荷分

布是各向同性的。 
（证明）题给的关系式是“球谐函数加法定理”，设想原来有一叁考系（xyz），以原点为中心的单位

球面上有二点： 

),,1( 111 ϕθp     ),,1( 222 ϕθp      

考察下述谐函数积的总和工： 
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能够证明，若将参考系施行一次旋转 R̂ 后，对新座标来说该总和仍是不变的。按么正变换理论，若

座标系 x,y,z 被旋转成为 zyx ′′′ ,, ，原来的一个函数 )( ϕθϕ ′′lm 就被变成 
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式又存在逆变换有关表求

例如用欧勒角它与旋转过的角度代表文用是一系列变换系数

当座标

系进行变换时，总和工被变换成的结果，可用（3）代入（1）得到 
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因为旋转 B 是一种么正变换，它应满足 IRR ˆˆˆ =+ ，因而 
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即I对旋转是守恒的。现在我们这样来选择这种旋转 R̂ ，使转后的座标系里，P1点在Z1轴上，P2点则

在X1 0 z1 座标面上，根据公式（课本） 
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依据以上结论，假写我们要计算有心力场中电子在核周围形成的电荷密度分布，就可以按几率密度

一样计算(§6.3,P.222 几率密度随角度的变化一段) 
径向电荷密度 

荷分布是各向同性的

可见电是电子电荷现的总几率上单位立体角内电子出是指在方位

常量
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P338——5.5 
 
6.1——5.1 
6.2——5.24 
6.3——5.27 
6.4——5.7 
6.5——5.16 
 

6.5 对于氢原子基态，计算 px ∆⋅∆ 。 

解： * 在求坐标系中，空间反演： rr −→ （ ϕπϕθπθ +→−→−→ ,,rr ）。 

氢原子基态波函数为   0
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ψ                                   （1） 

宇称为偶。由于均为奇宇称算符，所以    0               ,0 == xpx                  （2） 

由于 100ψ 各向同性，呈球对称分布，显然有 
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=∆⋅∆ xpx                                                   （8） 

测不准关系的普遍结论是   2
≥∆⋅∆ xpx                                      （9） 

显然式（8）和（9）式是不矛盾的。而且
3

 很接近式（9）规定的下限 2
 。 

6.6——5.19 
 

6.7 求出氢原子基态波函数在动量表象中的表示式。利用所得结果，计算 2
xp 。用 x 表象中的氢原子

波函数计算
2x ,并验证测不准关系式。 

解：本题是三维问题，氢原子基态波函数用坐标表象时写作： 
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≡ 是玻尔半径，将（1）代入三维的坐标，动量波函数变换式，此式是： 
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为使计算简单，可选择 z 轴与动量 p 的瞬时方向重合，这样 

                  θcosprrp =⋅   

将（2）中的 )(rψ 用（1）式代入，进行积分，积分的次序是ϕ，θ ，r： 
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其次为了验证氢原子的测不准关系，需要计算座标动量的平均值，计算与坐标有关的平均值时，用

)(rψ 为波函数，反之计算动量平均值时，可用动量波函数 )( pϕ ：测不准关系的验证，是通过一个

指定方向（如 x 轴）的分量间关系： 
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在计算动量有关平均值时，可采用动量相空间的球面极坐标参考系，设动量相空间直角坐标为

xp ， yp ， zp 则球面极座标用 lllr ϕθ ,, 表示， pr l =  

  ll
x pp ϕθ cossin=     ll

y pp ϕθ sinsin=     l
z pp θcos=  
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与 p 有关的积分可用替代 ξtgap = 入(6)式的第一道积分，得： 
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6.8 在动量表象中写出氢原子的能量本征方程式，并证明角动量的各个分量均为守恒量。 
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解：（一）建立动量表象的能量本征方程式，势能
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先写下坐标表象的薛氏方程式（直角坐标还是球面极座标不分）： 
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等号左方第一积分用二次分部积分中的 )(rψ 加以下述福里哀变换，就得到动量表象的能量本征方
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根据（7）式写出它的逆变换式，并且与（5）式对比，有： 
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因此我们最后得到动量表象的三维能量本征方程式，专用于库仑场。 
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   （三）动量表象中，角动量分量守恒的证明。 
有两面种方法，或用直角坐标表示角动量算符，或用球面极座标表 

示，用前者较为简单，要证明角动量分量（例如 xl


）是守恒量，其必 

要条件是它可以和哈密顿 Ĥ 算符对易，即： 

                          [ ] 0ˆ,ˆ =HLx                       （11） 

这里，用动量表象书写时，可以用直角坐标表标表象的式子加以适宜 
的置换来得到这种置换是： 

xp
ix
∂
∂

→      
yp

iy
∂
∂

→      
zp

iz
∂
∂

→   

因而得到 

     =xl̂ )( y
z

z
y

p
p

p
p

i
∂
∂

−
∂
∂

                          （12） 

至于 yl̂ ， zl̂ 的动量表象依类似方法。（10）式中的哈氏算符可从（10）看 

出： 
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          ( )∫∫∫
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πµ
                  （13） 

右方第二项是“积分算符”，当它运算于 )( pΦ 时，就相当于将 )( lpΦ  

填入括号（ ）。设想对易算符 [ ]HLx
ˆ,ˆ 作用在一个任意的动量表象的 

波函数 )( lpΦ 上面： 

                                      

      )(]ˆ,ˆ[ pHlI x
Φ≡                     (14)    

假使能证明 I=0，则因为 )( pΦ 任意，我们便证明了（11），将（13） 

代入（14） 
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π
（15） 

分别计算动能与势能这两部分的对易算符,先计算动能部分的： 
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这证明了动能部份，是和角动量分量相能相对易的。 
   其次计算（15）式中与势能有关部分的对易式，即（15）式第二个 
大括号内一式，能够证明，括号内两项相抵消，为此从第二项开始 
变形： 
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前一式的第一二个积分分别为对分动量 yp 和 zp 进行积分后，分别代入 

积分限 ),( ∞−∞yp ， ),( ∞−∞zp ，如果 )( zyx pppΦ 是个三维 

的平方可积函数，即当 ±∞→zyx ppp ,, 时 0→Φ ，则在代入分限 

后被积函数也趋于零，只剩下三个积分： 
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                        (18) 

(18)式最前一式和最一式的关系相当于（15）式第二部分为零。 

                 0)(]ˆ,ˆ[ =Φ= pHlI x


 

因为 )( pΦ 是任意函数，因而 0]ˆ,ˆ[ =Hlx 说明 xl̂ 是守恒量。同理 

可以证明 yl̂ ， zl̂ 在动量表象的有心力问题中也是守恒的。 

 

6.9 对于氢原子基态，求电子处于经典禁区 ( )ar 2> （即 0<−VE ）的几率。 

解：氢原子基态波函数为  a
r

e
a

−






=

2
1

3100
1
π

ψ ， 2
2

uea = ， 
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相应的能量   
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动能    ( )
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e
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eVErT
22

1 2
+−=−=  

0<−= VET 是经典不允许区。由上式解出为 ar 2> 。 
因此，电子处于经典不允许区的几率为 
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p
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0

22
3 sin1 π π

ϕθθ
π

（令 ar2=ξ ） 

∫
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=
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6.10 利用氢原子能级公式，讨论下列体系的能谱： 

（a）电子偶素（positronium，指
−+ − ee 束缚体系）的能谱 

（b）u 原子（muonic atom）能谱 

（c）u 子偶素（muonium，指
−+ − uu 束缚体系）的能谱 

解：由氢原子光谱理论，能级表达式为： 

22

4 1
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u
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（a）电子偶素能级 22
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+
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（b）u 原子能级  22
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（c）u 子偶素能级 22
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n


−= ，（
2

u
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uu m
mm
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+
= ） 

6.10 根据氢原子光谱理论，讨论（1）“电子偶素”（指e+—e-的束缚态）的能级。（2）μ介原子的能

谱。（3）μ介子素（指μ+-e-束缚态）的能谱。 
解：（1）电子偶素（氩 positronium）指低温时超导现象中的导电媒介，即正负电子对，按类氢原子

理论，氢的能级是由折合质量计算的，在正常氢原子情形，设质子质量 m，则折合质量μ 

μ
Mm

mM
+

=  

但 
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在电子偶素情形，可用正电子代替氢核的质子，折合质量 
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m
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（2）μ介原于是被氢核荐的μ-介子构成的原子，这种原子的折合质量是 
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µµ介原子能级  

（1） μ介子素是正电μ介子与电子结合成的体系（μ+—e-束缚态），折合质量： 

mm

m
m

m
mm

nm
995.0

207
111

=
+

=
+

=
+

=′′′

µ

µ

µµ  

      
nE

nh
e

E

995.0
2

)(

22

4

=
′′′

−=

′′′

µ

µ介于素能级

 

基特尔等著：力学（伯克利物理学教程第一卷）中译本，第九章，ρ.396—397.科学出版社（1979） 
 
6.11——5.8 
6.12——5.9 
6.13——5.12 

 

6.13 设电荷为Ze的原子核突然发生 −β 衰变，核电荷变成 ( )eZ 1+ ，求衰变前原子Z 中一个 K 电子

（ s1 轨迹上的电子）在衰变后仍然保持在新的原子 ( )1+Z 的 K 轨迹的几率。 

解：由于原子核的 −β 衰变是突然发生的。可以认为核外的电子状态还来不及变化。对于原来的K 电

子，其波函数仍未     ( ) a
Zr

e
a
ZrZ −







=

2
1

3100 ,
π

ψ                       （1） 
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而新原子中 K 电子的波函数应为   ( ) ( ) ( )
a

rZ
e

a
ZrZ

12
1

3

3

100
1,1

+−







 +
=+

π
ψ            （2） 

将 ( )rZ ,100ψ 按新原子的能量本征态作线形展开： 

( ) ( )rZCrZ
nlm

nlmnlm ,,100 ∑= ψψ                                          （3） 

则衰变前的 s1 电子在衰变后处于新原子的 ( )rZnlm ,1+ψ 态的几率为 

( ) ( ) 2
100

2 1 ZZCp nlmnlmnlm ψψ +==                                  （4） 

因此，本题所求的几率为 

=100p ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 22122
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ZZZZ arZ+−+
=+ π

π
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 +

+
=

ZZ
Z

ZZ
                                 （5） 

展开时保留到第三项 

当 1>>Z ，上式可近似取成    2100 4
31
Z

p −≈                                  （5’） 

例如，    10=Z ,     9932.0100 ≈p ； 

30=Z ,     9992.0100 ≈p 。 
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6.14——5.17 
 

6.14 对于类氢原子（核电荷 Ze）的“圆轨迹”（指 1,0 −== nlnr 的轨迹），计算 

（a）最可几半径； 
（b）平均半径；  

（c）涨落 [ ] 2122 rrr −=∆  

解：类氢原子中电子波函数 nlmψ 可以表示为 

( ) ( ) ( ) ( )ϕθϕθψ ,1, lmlnlmlnnlm Yru
r

YrR
rr

==                                 （1） 

（a） 最可几半径由径向几率分布的极值条件  ( ) 0=ru
dr
d

lnr
                    （2） 

决定。 1−= nl 时， 0=rn 。 

( ) naZrn
n eCrru −
− =1,0  

代入（2）式，容易求得       Zanr 0
2=几                                       （4） 

这结果和玻尔量子论中圆轨迹的半径公式一致。 

（b）在 nlmψ 态下，各 λr 之间有递推关系（Kramers 公式） 

( ) ( )[ ] 012
4

121 2
2

2
221

2 =−+++−
+ −− λλλ λλλ r

Z
alr

Z
arr

n
              (5)  

（参 钱伯初、曾谨言《量子力学习题精选与剖析》P197） 

在（5）式中令 0=λ ，注意到 10 =r 。可设 

an
Z

r nlm
2

1
=                                        (6) 

依次再取 2,1=λ ，得到 
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因此， r 的涨落 

[ ] 2122 rrr −=∆
Z
ann
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42

23

                                   （9） 
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r
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                                     （10） 

可见，n 越大， rr∆ 越小，量子力学的结果和玻尔量子轨迹的图像越加接近。 

 
6.15——5.18 
6.16——5.20 
 
6.16 设碱金属原子中的价电子所受电子实（原子核+满壳电子）的作用近似表为 

( ) 2

22

r
ae

r
erV λ−−= （ 10 <<< λ ）                             （1） 

a 为 Bohr 半径，求价电子的能级。 

提示：令 ( ) ( )121 '' +=−+ llll λ ，解出
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解：取守恒量完全集为 ( )zLLH ,, 2 ，其共同本征函数为 

( ) ( ) ( )ϕθϕθψ ,,, lmYrRr =
( ) ( )ϕθ ,lmY
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ru

=                           （2） 

( )ru 满足径向方程 
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令 ( ) ( )121 '' +=−+ llll λ                                                    （4） 

式（3）就可以化为  ( ) Euu
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e
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                      （3’） 

相当于氢原子径向方程中 l 换成
'l 。所以式（3’）的求解过程完全类似于氢原子问题。后者能级为     

an
eEn 2

2

2
−= ， 1++= lnn r ， ,2,1,0=rn                         （5） 

将 l 换成
'l ，即得价电子的能级： 

an
eEnl 2'

2

2
−= ， 1'' ++= lnn r                                     （6） 

通常令      lll ∆+='                                                       （7） 

1' +∆++= lr lnn ln ∆+=                                       （8） 
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l∆ 称为量子数 l 和n 的“修正数”。由于 1<<λ ，可以对式（4）作如下近似处理： 

( ) ( )121 '' +=−+ llll λ ( )( )1+∆+∆+= ll ll ( ) ( ) ( )2121 lllll ∆+∆+++=  

略去 ( )2
l∆ ，即得     






 +−≈∆

2
1ll λ                                        （9） 

由于 1<<λ ， 1    <<∆∴ l ，因此，本题所得能级 nlE 和氢原子能级仅有较小的差别，但是能级的

“ l 简并”已经消除。式（6）和碱金属光谱的实验资料大体一致，尤其是，修正数 l∆  随 l 之升高

而减小，这一点和实验符合的极好。 

式（4）的精确解为  
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                         （10） 

若对上式作二项式展开，保留λ项，略去
2λ 以上各项，即可得到式（9）。 

 
6.17 证明一个球方势阱(半径a,深度V0)恰好具有一条l≠0 的能级的条件是：V0与a应满足 

       0)2(
2

0 =− aVj 1l


µ
 

（解）是有限深势阱问题，则薛定谔方程为 
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（1） 的解需满足 r=0 处有限，它的特解是 

)()( lkl1 krjArR =                              （3） 

（2） )(hB(r)R,r llk'2 rki ′=∞= 特介是处趋近于零的解需满足            （4） 
要使波函数及其一阶导数在 r=a 这个势能突点上连续，应有 
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为了运算的方便（主要利用球贝塞耳函数j，和球Hankel函数h1的一阶导数公式）（6），（5）两边相除，

并加上相同的 :1)1( 得
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此式等效于： 
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从课本附录六的公式得 

      )0()( 11
1111 >= −
++ ljxjlx

dx
d

 

     )0()( 11
1111 >= −
++ lhxhlh

dx
d

 

（7）式成为   
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按照题意，若势阱的深度V0，宽度（并径a）的大小恰足以产生一个束缚能级，那就表示势阱深V0

正好和能级E相等，而E则依赖于a，所以：E= V0 

的条件使波数     0
)(2

2

0 =
−

=′


EV
k

µ
 

从（8）看来，等式右方因含有因数k1而等于零，一般 ∞≠=′ −− )0()( 1111 hakih  

因而等式左方为零   0)2()( 21111 == −− aEjkaj


µ
 

解此方程得到所需的 E 
 
6.18 采用平面极坐标，求出轴对称谐振子势场中，粒子能量的本征值本征函数，讨论简并度。 

（解）本题是有精确解的二维问题，和图示的极坐标
2

)(),,(
22rrVr µωϕ =势能  

定态的薛定谔方程式是： 
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     （1） 

用分离变量代换    )()(),( ϕϕψ Φ= rRr      （2） 

方程（1）可分离为不同自变量的二部分： 
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 （3） 

前式相当于两个方程式：前式中常量m2是正数，否则 )(ϕΦ 将不符波函数要求： 
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（5）的解是  ϕϕΦ imCe=)(   

为符合单值要求     是整数mee ximim )2( πϕϕ +=  

现再处理主程式（4），作常数替代 
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（6）有 r=0，r=∞的奇点，试求其奇点的近似解，在 r=0 附近方程式近似为 
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这个方程容许R=r2形式的解，代入后得
mm rrrmm 点发散故合理的解在但 0,,8 =−= −  

在无限远入（6）的近似形式 
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0
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==− 它的近似解  

因此可以合理地假设（6）的解是： 
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将（7）代入（6）经过一番整理后，得到 满足的方程式如下)(ru  

0])1(2[)212( 2222
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作自变量交换ξ=a2r2代入（8）式，其中 
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代入（8）式，经过简化后得到： 
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d
ud

δ
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δ      （9） 

此方程式中的 m 代表磁量子数的绝对值，（9）式与合流超几何方程式完全一致，后者一般形式是： 
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（9）中的a1本应照习惯写法，写作a，为了避免与（8）式中的a混淆，改为加撇，（10）的解是： 
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完整的径向波函数是 
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由于合流超几何级数收敛性质和
ie 相似，故其无穷级数形式不适于作为波函数的解，欲使其能作为

波函数的一个因式，这个级数要中断，设最高幂 p,由（11）可知
ξa +p=0 
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即 )21(2)
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(4 222 pmap
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Eµκ =      用磁量子数 m 表示 E： 
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得到所需能级：   ω)12( ++= pmE    （15） 

n 是能量量子数，当 n 给定时，与该能量相对应的不同态的数目（简并度δ ）可依 n 奇数或偶数分

别讨论，列表如下： 
 n 奇数        n 偶数 
P 取值 

0，1，2，……
2

1−n
 0，1，2，……

2
n

 

m 取值 
n,n-2,n-4,……1 n,n-2,n-4,……0 

简并度δ  n+1 n+1 

因为 0≠m 时，每一种 m 的值都对应二种态 m 和-m，因此当 n 为奇数时，m 的取值（即能量相同

的不同态）是 
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1)
2

11(2 +=
−

+× mn
    种，当 n 为偶数时 0≠m 的态又有

2
n
种，因此 m 的不同取值也是有

1+2×
2
n

=n+1 种，总的说来，简并度是 n+1. 

 
6.19 设粒子在无限长的园简内运动，简半径是 a，求粒子的能量。 

解 : 用 柱 面 极座 标 ),,( zr ϕ 其意 义 见附 图， 设波 函数 是 ),,( zr ϕψ 则 薛 氏方 程式 是：
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第一次分离变量试用      )(),( zZrF ϕψ =  

（2）代入（1），当 r<a 时，经变形后可得： 
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此式明显可以分离变量，设与 z 方向运动有关的能量是 1E ，与坐标 r，ϕ有关的能量（横向）是 2E ，

并令 21 EEE += ，（3）式成为： 
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令 2
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Eµ
，则（4）写作 
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dz
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（6）的解是前进的德布罗意波 ikzAezZ =)(     （7） 

将（5）再一次分离变量，令     )()(),( ϕϕϕ rRrF =  

代入（5），遍乘
ΦR

r 2

得： 
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此式能分离变量，令： 
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可得： 
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（9）的解同于有心力场    ϕϕ imBe±=Φ )(   （11） 

考虑 )(ϕΦ 的单值性条件，而 m 必须是整数 ,2,1,0 ±±=m  

方和式（10）是非标准型的贝塞耳（Besel）方程式，若作自变量的变换 

rk '=ρ  

则在代入（10）式，消去共有的
2'k 后得标准型贝塞耳（Besel）方程式 
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m（整）是方程所含的一个参数。方程式的 
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特解就是 m 阶的贝塞耳函数 
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园简中粒子的波函数完整表示式是： 

ikxi
m eVkJAzr +∞±= ϕϕψ )'('),,(                               (15) 

    求粒子的能量：粒子的能量来自二种运动，沿 z 方向的纵向运动是自由运动，其能量 1E ，从波

函数（7）看来 1E 具有连续值，粒子的横向运动的能量 2E ，即与座标 ρ ，ϕ有关的能量可以用边界

条件决定，按题意粒子局限于 a≤ρ 范围内，因而 

)(0)( arR ==ρ  

即能值 2E 应满足： 

0)2( 2
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µ
                                               (16) 

按阶数 λ'km = 绘得的以自变量 ρ'kr = 为横轴的贝塞而函数的曲线是波动曲线，它与 r 轴有一系

列交点（ ,,, 321 rrr ）用图解法求得这些点，即超越方程 

0)'( =akJ m  

的诸根，可得量子化能级： 
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总能量则仍是连续取值的： 
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6.20 粒子在半径为a ，高为h 的圆筒中运动，在筒内 粒 子 是
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自由的，在筒壁及筒外势能是无限，求粒子能量的本征值。 

（解）本题与 16 题有一部分类似，粒子位置用柱面极座标 ),,( zr ϕ 表示，薛氏方程式： 

021)(1
22

2

2

2

2 =+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂ ψψ

ϕ
ψψ



uE
zrr

r
rr

   （1） 

                  0   )2,0( hzr <<  

=),,( zrV ϕ  

              ∞  )2,( hzar ≥≥  

第一次用 )(),( zZrF ϕ=Ψ 代入（1）分离变量；变形后有： 

)2(21}1)(1{1
22

2

2

2

2


E
zd
Zd

Z
F

rr
E

rrF
µ

ϕ
−=+

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

 

令 21 EEE += ，其中 1E 纵向运动（沿 z ）能量， 2E 是沿横向运动的能量，（2）分写成 

2
1

2

2 21


E
z
Z

Z
µ

−=
∂
∂

 

或       02
2

2

=+ Zk
zd
Zd

                     （3） 

22

2

2

21)(1


EF
Frr

Er
rrF

µ
ϕ

−=
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

 

或      
F

Frk
r
Fr

rF
r 1)( 2

2
22

ϕ∂
∂

−=′+
∂
∂

∂
∂

                    （4） 

式中： 2
12 2



Ek µ
=         2

22 2


Ek µ
=′                       （5） 

因粒子沿 z 方向是束缚运动，故可以设定（3）的解为： 

zkizki eAAezZ ′−′+=)(                            （6） 

代入 0)
2

(
2

==
hZhz ，又 0)

2
( =−

hZ ，得 





=′+
=′+

−

−

0
0

22

22

hkihki

hkihki

eAAe
eAAe

 

将此二式相加得 0=′+ AA  相减得 0=′− AA ，得到两种可能的特解 

zkAzZzkAzZ cos)(sin)( ==                （7） 
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又  0)2()2( =−= hZhZ  

得  02sin =hkA         πnhk
=

2
         

h
nk π2

=  

代入（5）得能量量子化条件 

2
22

1 )(2
2 a

nkE π
µµ


==                   （8） 

,3,2,1=n  

再将（4）式分离变量，令 )()(),( ϕφϕ rRrF = 代入（4）得： 

2
2

2
22)( mrk

r
Rr

rR
r

=
∂
∂

−=′+
∂
∂

∂
∂

ϕ
φ

φ
 










=−′+
∂
∂

+
∂
∂

=++
∂
∂

)10(0)(1

.)9(0

2

2
2

2

2

2
2

R
r
mk

r
R

rr
R

m φ
ϕ
φ

 

（9）的解是 

       ϕϕφ mieB=)(           （但 2,1,0 ±±=m ）      （11） 

用自变量替代 rk ′=ρ 于（10），得贝塞耳方程式： 

0)1(1
2

2

2

2

=−+
∂
∂

+
∂
∂ RmRR

ρρρρ
                      （12） 

代边界条件于（12）的解得 

0)()()( =′== rkJJrR mm ρ                       （13） 

和 15 题一样，超越方程式（13）可以有一系列分列的根 

,,,, 4321 rrrr 相应的能量 



 2
32

2
2

22

2
2

12

2

1 2
1,

2
1,

2
1 r

a
r

a
r

a
E

µµµ
=  （14） 

结合纵向运动的分立能级（8），得；粒子的量子化能级是： 

22 )(
2
1)(2

a
r

h
nE n

n


µ
π

µ
+=                       （15） 

6.21 设 )0()( 00 >−=
−

VeVrV a
r

求基态（ 0=l ）的波函数。 

（解）将势能代入有心力场的径向薛定谔方程式： 
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0})1()(2{)(1
202

2
2 =

+
−++

∂
∂

∂
∂ −

R
r
lleVE

r
Rr

rr
a
r



µ
   （1） 

对于基态 0=l （1）简化为 

0}
22{)(1

2
0

2
2

2 =++
∂
∂

∂
∂ −

Re
VE

r
Rr

rr
a
r



µµ
                   （2） 

先按一般有心力场那样，作因变量变换 

)(1)( rx
r

rR =                                            （3） 

得   0}
22{ 2

0
22

2

=++
−

xe
VE

rd
xd a

r



µµ
                      （4） 

这个方程式可能变换成贝塞耳方程式，为此，先作自变量变换： 

a
r

e 2
−

=ξ                                                （5） 

则有
ard

d
2
ξξ

−=  

             
ξ

ξ
ξ

ξ
d
dx

ad
dx

rd
d

rd
xd

2
1

−==  

              )(
4

)( 2

2

22

2

ξξ
ξξ

ξ
ξ

d
dx

d
xd

ard
xd

d
d

rd
d

rd
xd

+=⋅=  

代入（4）中，先设 2
02

2
2 22

h
V

b
h

Eb
µµ

≡≡       （4）式成为 

0)()(
4

222
2

2

2 =++
∂
∂

+ xbkx
d

xd
a

ξ
ξξ

ξξ
 

或          0)44(1
2

22
22

2

2

=+++ xkaba
d
dx

d
xd

ξξξξ
          （6） 

再作自变量变换： ξρ ab2= ，代入（6）后，得： 

0)41(1
2

22

2

2

=+++ xka
d
dx

d
xd

ξρρρ
                    （7） 

这是一般的贝塞耳方程式，它的参数是 iak2 （虚数），它的解写作 

)2()()( ξρρ υυ abJJx ==  
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或            
( ) )22()( 2

0
a
r

eVaJ
r

xrR
−

== µρ
υ


              （8） 

贝塞耳函数的阶数 

                  iEaiak 2

222


µν ==  

如果能量是负的即 0<E 则ν 是实数，又如果ν 不是整数，虽然（7）容许解 )(1 ρν−J
r

但在原点 0→r

时可能发散，因而（8）则能够证明当 0→r 时是收敛的。 0=p 时 )(rR 有限，即要求 

0)22( 2
0 =

−
a
r

eVaJ µυ


 

当 0V 和a 为给定时，从前式可求得ν 的值，如设此值为 0ν ，则相应的基态能量是： 02

2

0 8
ν

µ a
E 

−=

相应的基态波函数是： 

)22(),,( 2
00 0

a
r

eVaJ
r
Ar

−
⋅= µϕθψ υ



 

 

6.22 设 )0()( 2 >+−= Aa
r
A

r
arV 和 ，求粒子的能量本征值。 

 
（解）本题的势场和库仑场问题求解。 
      首先，有心力场的径向波函数 R 应满足径向薛定谔方程式： 

0})1()]([2{)(1
22

2
2 =

+
−−+ R

r
llrVE

dr
dRr

rd
d

r 

µ
       （1） 

将势场 )(rV 代入： 

0}1)]1(2[22{)(1
2222

2
2 =++−++ R

r
llA

r
aE

dr
dRr

rd
d

r 

µµµ
       （2） 
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作代替
r
rxrR )()( = 代入（2） 

0}1)]1(2[22{ 22222

2

=++−++ x
r

llA
r
aE

rd
xd



µµµ
 

另一方面根据课本§6.3 库仑场
r

erV
2

)( −= 的以 )(rx 为因变量的波方程式是下述形式，式中角量子

数写作
/l 以便和（3）区别： 

0})1(22{ 2

//

2

2

22

2

=
+

−++ x
r
ll

r
eE

rd
xd



µµ
            （4） 

这样（3）和（4）数学形式完全一致，二者之间的差异在于常数系数方面，由于（4）的解是已知的，

因此（3）的解就可直接依类此写出。 
    比较（3）和（4），得系数的对应关系： 







+′′=++

=

)6()1()1(2
)5(

2

2

llllA
ae



µ  

从（6）中的 l ′，得 

           
2
12)

2
1( 2

2 −++±=′


All µ
        （7） 

根据课本（§6.3，P.218）氢原子的薛定谔方程式（4），在求解径向波函数 )(rR 或 )(rx 时，为使波

函数满足标准条件，得到能量量子化公式： 





,3,2,11
2

1
2 22

4

2
0

2

=⋅−=⋅−= n
n

e
na

eEn
µ

      （8） 

式中的n 是主量子数，它和角量子数的关系是： 

1+′+= lnn r             （ ,1,0=rn 整数） 

根据（5）（7）二式求得本题中粒子能级： 

     
2

2
2

2

2

)
2
12)

2
1((

1
2

r

n

nAl

aE
++++

⋅−=



 µ
µ

            （9） 

描写粒子态的波函数可依（5），（7）二式对比下述公式得到：氢原子径向波函数 

 ),22,1()( 2 ξξ
ξ

+++−=
−

′ llnFeNrR l
lnln  

 
0

2
an
r

=ξ  （ 2

2

0 e
a

µ


= 玻耳半径） 
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在本题的势场 2)(
r
A

r
arV +−= 中粒子的径向波函数： 

),22,1()( 2 ξξ
ξ

′+′+′+−= ′
′

−

′ llnFeNrR l
lnln  

0

2
an
r
′
′

=′ξ  （ 2

2

0 e
a

µ


=′ 玻耳半径），
2
12)

2
1( 2

2 −++=′


All µ
 

 

6.23 设 2
2)(

r
ArBrV += （附图），其中 A、B>0，求粒子能量本征值。 

   （解）根据本题给定的势场知道，它的形式和三维各向同性谐振子相似，粒子的薛定谔径向方程

式可以化成和三维谐振子的方程式同形式。 
根据题意，径向方程式是： 

0})1()(2{2
22

2
22

2

=
+

−−−++ R
r
ll

r
ArBE

rd
dR

rrd
Rd



µ
 

或  0}1)]1(2[)(2{2
22

2
22

2

=++−−++ R
r

llArBE
rd

dR
rrd

Rd


µµ
    

（1） 

根据课本§6.4，势能是
2

)(
22rrV ωµ

= 的三维各向同性谐振子的径向方程式是： 

0})1()
2

(2{2
2

22

22

2

=
+′′

−−++ R
r
llrE

rd
dR

rrd
Rd ωµµ



        （2） 

二者间常数系数间的对应关系是： 

        










+′′=++

=

)4()1()1(2

)3(
2

2

2

llllA

B



µ

ωµ

 

从（4）式可解出 l ′，得 

           
2
12)

2
1( 2

2 −++±=′


All µ
             （5） 

根据§6.4，方程式（2）中，当 ∞→r 时可以有解： 

    2

22

)(
x

erR
β

−
=             （ 2



ωµβ ≡ ） 

（按课本中曾用同一文字α 代表 2


ωµ
，又代表 );,( ζγαF 中的第一参数，今将第一种代表法改用

β 以避免混淆） 
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 当 0→r 时，又有近似解：      lr～rR ′)(  

因此，对于合适于 r 的一切取值的特解 )(rR 的形式，可设为： 

)()( 2

22

ruerCrR
r

l
β

−′=                                      （6） 

式中的 u(r)满足微分方程式： 

0)
2
3'(22')1'(2 2

2
22 =








+−+−++′′ ulEurl

r
u β

ϖ
ββ


 

这个方程式可以变形成合流超几何方程，它的解合流超几何数： 

  );
2
3

2
',

24
3

2
'();,()( 22γβ

ω
ζγα +−+==

lElFFru


           （7） 

用类比法，可以将式（6）（7）用到本题情形。因得结论：在势场 

2
2)(

r
ArBrV +=  

中运动的粒子，具有下述向波函数； 

)2;
2
3,

24
3

2
()( 2

2
2

22



BrlElFerCrR
r

l µ
ω

β

+′−+
′

⋅=
−′           （8） 

在能量本征值方面，三维各向同性谐振子的能级，是以 );,( ζγαF 的级数在某一最高幂项 n 中断的

条件下得到的 

ω)
2
32( +′+= lnEn                 （9） 

因此本题的能级可仿照（9）写出： 

         

 µ
µ BAlnEn

22)
2
1(12( 2

2 ++++=  

            ,3,2,1,0=n  

6.24——5.3 
6.25——5.6 
6.26——5.7 
6.27——5.8 
6.28——5.9 
6.29——5.11 
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第七章：粒子在电磁场中的运动 
P367——7.1，7.2 
证明在磁场B



中，带电粒子的速度算符的各分量，满足下述的对易关系： 

[ ] zyx c
qivv B̂, 2µ


 =                              （1） 

[ ] xzy c
qivv B̂, 2µ


 =                               （2） 

[ ] yxz c
qivv B̂, 2µ


 =                               （3） 

[证明]根据正则方程组： 

x
x p

Hxv
∂
∂

== ˆ  ， Φ+





 −= qA

c
qpH

2

2
1ˆ 



µ
 







 −= xxx A

c
qpv ˆˆ1ˆ

µ
 

同理   





 −= yyy A

c
qpv ˆˆ1ˆ

µ
 

( )zyx pppp ˆ,ˆ,ˆˆ 是正则动量，不等于机械动量，将所得结果代入（1）的等号左方： 

[ ] 



 −−= yyxxyx A

c
qpA

c
qpvv ˆˆ,ˆˆ1, 2µ

  

      = [ ] [ ] [ ] [ ]yxyxyxyx AA
c

qpA
c

qAp
c

qpp ˆ,ˆˆ,ˆˆ,ˆˆ,ˆ1
2

2

222 µµµµ
+−−     （4） 

正则动量与梯度算符相对应，即 ∇=
i

p 
ˆ  ，因此 [ ] 0ˆ,ˆ =yx pp  

又 Â


仅与点的坐标有关 [ ] 0ˆ,ˆ =yx AA  

[ ]

z
xy

xyyx

B
c

iq
y

A
x

A
ic

q

i
A

c
qA

xic
qvv

22

22 y
,,,

µµ

µµ






=







∂
∂

−
∂

∂
⋅=









∂
∂

−





∂
∂

−=
      （因 AB



×∇= ˆˆ
） 

其余二式依轮换对称写出。 
 
P368 证明在规范变换下 

ψψρ ∗=                                           （1） 

[ ] ψψ
µ

ψψψψ
µ

∗∗∗ −−= A
c

qppj




 ˆˆ
2
1

                 （2） 
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 −= A

c
qpv


 ˆµ  （机械动量的平均值）都不变          （3） 

（证明）如课本证明，要规范变换下，若将体系的波函数作以下变换（P368   20 式） 

ψψ c
iqf

e →                                           （4） 

则薛定谔方程形式不变，将（4）代入（1）式等号右方，设变换后几率密度： 

ρρ

ψψψψψψρ

=′

=⋅=



















=′ ∗∗−

∗

c
iqf

c
iqf

c
iqf

c
iqf

eeee 

 

又设变换后几率流密度是 j′，将（4）代入（2）式右方，同时又代入 

( )trfAA ,




∇+→  

( )[ ] ψψ
µ

ψψψψ
µ

c
iqf

c
iqf

c
iqf

c
iqf

c
iqf

c
iqf

eetrfA
c

qePeepej 









∗−∗−∗−
∇+−








−=′ ,

2
1

   （5） 

注意到算符的对易关系 

推广到三维： ( ) )(F)(F,ˆ r
i

rp  ⋅∇=∇                                （6） 

令 c
iqf

er 

 =)(F 则有： 

( ) c
iqf

c
iqf

c
iqf

c
iqf

ef
c
qe

i
peep 


 ∇=∇=−  







 ∇+= f

c
qpeep c

iqf
c

iqf


                                          （7） 







 ∇−=

−−
f

c
qpeep c

iqf
c

iqf


                                          (8) 

将（7）(8)代入（5）式等号右方第一项第二项，（5）式成为： 

( )

( ) jA
c

qpp

fA
c

qf
c
qpeef

c
qpeej c

iqf
c

iqf
c

iqf
c

iqf













=−−=

∇+−













 ∇−−






 ∇+=

∗∗∗

∗−∗−

ψψ
µ

ψψψψ
µ

ψψ
µ

ψψψψ
µ

2
1

2
1

    （9） 

在证明第 3 式时，设变换后的v  是v′  。写出右方平均值的显式，用（4）的波数变换，和 )4( ′的矢

势的变换式： 
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前式第一个积分可重复用（7）式，得： 
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c
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c
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c
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命题得证 
 
P382——7.4 
7.1——3.13 
7.2——3.12 
 

7.1）设带电粒子在互相垂直的均匀电场ε 和均匀磁场 B 中运动，求能级本征值和本征。 

（参《导论》 225P ） 
解：以电场方向为 x 轴，磁场方向为 z 轴，则 

( )0,0,εε = ，      ( )BB ,0,0=                                （1） 

去电磁场的标势和矢势为 

xεφ −= ，        ( )0,,0 BxA =                               （2） 

满足关系        φε −∇= ，       AB ×∇=  

粒子的 Hamiton 量为   xqpx
C
qBpp

u
H zyx ε−












+






 −+= 2

2
2

2
1

                （3） 

取守恒量完全集为 ( )zy ppH ,, ，它们的共同本征函数可写成 

( ) ( ) ( ) zpypi zyexzyx +=ψψ ,,                                  （4） 

其中 yP 和 zP 为本征值，可取任意函数。 

( )zyx ,,ψ 满足能量本证方程：   ( ) ( )zyxEzyxH ,,,, ψψ =  

因此 ( )xψ 满足方程 
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( ) ( ) ( )xExxqxpx
C
qBpp

u zyx ψψεψ =−











+






 −+ 2

2
2

2
1

                 （5） 

亦即，对于 ( )xψ 来说， H 和 F 式等价： 

( )222
2

22

2

22

2
1

22 zyy pp
u

xp
uC
qBqx

uC
Bq

xu
H ++






 +−+

∂
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( ) ( )222
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2
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22

2
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2
1

222 zy pp
u

x
uC

Bqxx
uC

Bq
xu

++−−+
∂
∂

−=


                   （6） 

其中      







+=






 +=

u
p

B
C

qB
uCp

uC
qBq

Bq
uCx y

y
εε22

2

0                           （7） 

式（6）相当于一维谐振子能量算符 

( )
uC

Bq
xxu

xu
=−+

∂
∂

− ωω              ,
2
1

2
2

0
2

2

22


 

再加上两项函数，因此本题能级为 

( )222
02

22

2
1

22
1

zy pp
u

x
uC

BqnE ++−





 += ω  

2
2

22

2
1

22
1

zy p
u

p
B

C
B

uC
uC

qB
n +−−






 +=

εε

                                （8） 

其中 yP 和 zP 为任意实数，  ,2,1,0=n  

式（4）中 为以 ( )xψ 为 ( )0xx − 变量的一维谐振子能量本征函数，即 

( ) ( ) ( ) 2
0

2ξξψψ −=−= eHxxx nn                                     （9） 

( )ξnH 为厄密多项式， ( ) ( )00 xx
C
Bq

xxu
−=−=



ωξ  。 

 
 
 

7.1）设带电粒子在互相垂直的均匀电场ε 和均匀磁场 B 中运动，求能级本征值和本征函数。 

解：以电场方向为 x 轴，磁场方向为 z 轴，则 

( )0,0,εε = ，      ( )BB ,0,0=                                （1） 

去电磁场的标势和矢势为 

xεφ −= ，        ( )0,,0 BxA =                               （2） 
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满足关系        φε −∇= ，       AB ×∇=  

粒子的 Hamiton 量为   xqpx
C
qBpp

u
H zyx ε−












+






 −+= 2

2
2

2
1

                （3） 

取守恒量完全集为 ( )zy ppH ,, ，它们的共同本征函数可写成 

( ) ( ) ( ) zpypi zyexzyx +=ψψ ,,                                  （4） 

其中 yP 和 zP 为本征值，可取任意函数。 

( )zyx ,,ψ 满足能量本证方程：   ( ) ( )zyxEzyxH ,,,, ψψ =  

因此 ( )xψ 满足方程 

( ) ( ) ( )xExxqxpx
C
qBpp

u zyx ψψεψ =−











+






 −+ 2

2
2

2
1

                 （5） 

亦即，对于 ( )xψ 来说， H 和 F 式等价： 

( )222
2

22

2

22

2
1

22 zyy pp
u

xp
uC
qBqx

uC
Bq

xu
H ++






 +−+

∂
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−⇒ ε

 

( ) ( )222
02

22
2

02

22

2

22

2
1

222 zy pp
u

x
uC

Bqxx
uC

Bq
xu

++−−+
∂
∂

−=


                   （6） 

其中      







+=






 +=

u
p

B
C

qB
uCp

uC
qBq

Bq
uCx y

y
εε22

2

0                           （7） 

式（6）相当于一维谐振子能量算符 

( )
uC

Bq
xxu

xu
=−+

∂
∂

− ωω              ,
2
1

2
2

0
2

2

22


 

再加上两项函数，因此本题能级为 

( )222
02

22

2
1

22
1

zy pp
u

x
uC

BqnE ++−





 += ω  

2
2

22

2
1

22
1

zy p
u

p
B

C
B

uC
uC

qB
n +−−






 +=

εε

                                （8） 

其中 yP 和 zP 为任意实数，  ,2,1,0=n  

式（4）中 为以 ( )xψ 为 ( )0xx − 变量的一维谐振子能量本征函数，即 
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( ) ( ) ( ) 2
0

2ξξψψ −=−= eHxxx nn                                     （9） 

( )ξnH 为厄密多项式， ( ) ( )00 xx
C
Bq

xxu
−=−=



ωξ  。 

 

7.1 设带电粒子相互的均匀电场 E


和均匀磁场 B


中运动，求其能谱及波函数（取磁场方向为 z 轴，

电场方向为 x 轴方向） 
   [解]  为使能量本征方程能够求得，可以这样选择矢势，使 

0=xA     BxAy =     0=zA  

设电场 E


的大小是ε ,选择标势 )(rV 

，使场沿着 x 轴 

q
dx
dV ε=− ，  qxV ε−=  

哈密顿算符是： 

qxpxB
c
qxp

c
qBppqxpBx

c
qppH zyyxzyx ε

µ
ε

µ
−+






+−+=−+−+= }2ˆˆ{

2
1})ˆ(ˆ{

2
1ˆ 22

2
22222

（1）     

Ĥ 中不出现 y 和 z，因此 

0]ˆ,ˆ[ =ypH       0]ˆ,ˆ[ =zpH  

可以依照本章中§7。2 均匀磁场中带电粒子的运动的解法，先求能量本征函数，由于 yp̂ ， zp̂ 守恒，

波函数包括这两个算符的本征函数作为其构成因子： 

( ) ( ) ( ) zpypi zyexXzyx +=,,ψ     （2） 

代入能量本征方程式： 

ψµψεψψψψ
2

22
22

2

2

2

2

2 2])(2[2


Ex
c
qBxpqx

yc
qBi

zyx
−=−+

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

 

整理，并约去同因式 

)( z
zpy

ypi

e
+

后，得到 X（x）的本征方程 

  )()(]})(2[
2
1

2
{ 222

2

22

2

22

xEXxXppxq
e

qBp
x

c
Bq

x zy
y =+++−+

∂
∂

− µε
µµ



 

)()(]})(
2
1

2
[)()(

22
{ 2

22

2

2
2

2

22

xEXxX
B
cp

pp
qB

c
qB
cp

x
c
qB

x y
zyy =++

+
+−−+

∂
∂

−
µε

µµ
µε

µ
µ

µ


                                                                          

（3） 
或者简写作 
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)()(})(
22

{ 0
2

0
2

2

22

xEXxXExx
x

=+−+
∂
∂

− ωµ
µ


 

式中 20,
qB

q
Bq
cp

x
c
qB y εµ
µ

ω +≡ =      ， 2
22

0 )(
2
1

2 B
cp

pp
E y

zy µε
µµ

+−
+

=  

方程式（3）明显的是一个沿 x 方向振动的谐振子的定态薛定谔方程式，它的固有频率是ω，振动中

心在 0xx = 一点上，同时具有能量本征值：  0EE −  

其中 0E 是有关于 y、z 方向的分能量，按一维谐振子理论，它的能级是 

         
c

qBnnEE
µ

ω 

 )
2
1()

2
1(0 +=+=−        (4) 

它的本征函数写作 

         )]([)( 0

)(
2
1 2

0 xxHeCxX n

xx

n −=
−−





µωµω

  （5） 

这个运动电荷的总能量 E 是： 

c
qBn

B
cp

pp
c

qBnEE y
zy

µ
µε

µµµ
 )

2
1()(

2
1

2
)

2
1( 2

22

0 +++−
+

=++=    （6） 

 

7.2 设带电粒子在均匀磁场 B


及三维各向同性谐振子场 22
02

1)( rrV µω= 中运动，求能谱公式。 

[解]  本题采用柱面座标时，可以像第 4 题那样，将本征函数表示成合流超几何级数，因而决定能量

本征值，解法也类似。 

   粒子座标为 ),,( zϕρ  

令   0,0,
2
1

=== zAABA ρϕ ρ  

此外应将谐振子的弹性力场写成柱面形成： 

      )(
2
1),( 222

0 zzV += ρµωρ  

根据本章习题 4 中合 算符公式（2）再添上前述附加项： 

)(ˆ),(ˆ

}
22
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28

(
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]111[
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z
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c
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z
c
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c
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z
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+
∂
∂

−+++
∂
∂

+
∂
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+
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+
∂
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∂
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+
∂
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+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
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ϕρ

µω
µ

ρµω
µϕµϕρρρρµ

ρµωρ
µϕµρρϕρρµ





                      

（1） 

哈氏算符的两面部分 1Ĥ 与 ϕρ , 有关，第二部分 )(ˆ
2 zH 与 z 有关，这二者是对易，因此能量本征值
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也分二部分，可以分别计算，也可有分离变量法将本征函数分为二部分： 

    )(),(),,( ϕϕρϕρψ Zcz =         （2） 

得到： 

ZEZ
z
Z
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c
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c
BicCCC

C

2

2
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     （3）        （3）

式左方的哈氏算符 ),(ˆ
1 ϕρH 可以和

ϕ∂
∂

=
i

lz
ˆ 对易，因此 ),( ϕρc 可以和这个算符的本征函数有共同

因式可设 

                )(),( ρϕρ ϕ ReC im=      （4） 

但 ,2,1,0 ±±=m 将（4）代入（3）得： 
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整理后写成： 

0])
44

()2[(1
2

2
2
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2
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2
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2
1

2

2

=−+−+++ Rm
cc

BqE
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d
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ρ
ρ

ωµµ
ρρρ 

         (5) 

这个方程式和第 4 题的方程式（5）是相似的，其中，本题方程式（5）的 2
12



Eµ
相当于第 4 题（5）

式的得 2
2

2 kE
−



µ
，此外（5）式多出一项 

                    R2
2

2
0

2

ρ
ωµ


 

这是谐振紫弹性力场势能，第四题的径向方程式是： 

    0]
4

)2[(1
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2
2

22
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2
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2

=−−+++ Rm
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BqE
c

mBq
d
dR

d
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ρ
ρ

µ
ϕρϕ 

           ')5(  

')5( 通过交换，得到合流超几何方程式（从略）以及能级公式 
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+++=
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                           (6) 
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式子的第一项是 z 方向运动的能量，第二项代表与 ( )ϕρ , 有关横向能量，它与 

   
hc

qB
2

=γ  

成正比，将（5）与 ')5( 比较，令 

        2

222

2

2
0

2
22

2 



ωµωµ
γγ +






=+=

c
qB

 

得到本题的能级如下： 
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+++





 +=

22
12

2
1 2

0

mm
nkE 



 γ
µ

ω （ 7 ）                                            

这各能量公式的第一项是 z 向运动的方程式的决定的一维谐振自的能级，在公式（7）中 

                    







,2,1,0
,2,1,0
,2,1,0

±±=
=
=

m
h
k
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第八章：自旋 
P399    2——6.19 3——6.19 

4——6.20，6.21 

5——6.25 

6——6.22 

P402    9——6.20，6.30 

11——6.14 

12——6.15 

13——6.16 
P402 证明找不到一种表象，在其中（1）三个泡利矩阵均为实矩阵或（2）二个是纯虚矩阵，

另一个为实矩阵。 
 （证明）根据角动量定义： 









=−
=−
=−

yzxxz

xyzzy

zxyyx

i
i
i

σσσσσ
σσσσσ
σσσσσ

ˆ2ˆˆˆˆ
ˆ2ˆˆˆˆ
ˆ2ˆˆˆˆ

 

又根据第八章问题（1）的结论 

       izyx =σσσ ˆˆˆ  

不论采取任何表象上述两组式子满足，从（1）看出若有两个算符在角动量表象中纯虚数（每

一元素为虚）如 ,ˆ,ˆ yx σσ 而 zσ̂ 为实矩阵，则可设 

       







=

dici
biai

xσ̂     

        











=

idic

ibia
y

''

''
σ̂    

        







=

qp
nm

zσ̂            ，a,b…… 都是实数。 

代入（1）得 












=













−−+−−+

−−+−−+

qp

nm
i

ddcbddbcdccacdac

bdabdbbabcaacbaa
2

''''''''

''''''''
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这要求 zσ̂ 是纯虚矩阵，与假设违背，又从（4）看出，如果 zyx σσσ ˆ,ˆ,ˆ 全部是实数矩阵，则这

一条法则也违背，故是不可能的。 
 
P425  1——6.39 
2——6.39 
3——6.40 
5——6.42，6.43 
 

8.1 在 zσ 表象中，求 xσ 的本征态。 

解：在 zσ 表象中， xσ 的矩阵表示为： xσ 







=

01
10

 

设 xσ 的本征矢（在 zσ 表象中）为 







b
a

，则有 







=
















b
a

b
a

λ
01
10

 

可得 ab λ= 及 ba λ=       1,12 ±==∴ λλ  。 

,1=λ  则 ;ba =  ,1−=λ  则 ba −=  

利用归一化条件，可求出 xσ 的两个本征态为 

,1=λ   ;
1
1

2
1









    ,1−=λ   








−1
1

2
1

 。 

 

8.1 在 zσ̂ 表象中，求 xσ̂ 的本征态  

   （解） 设泡利算符 2σ ， xσ ，的共同本征函数组是： 

      ( )zsx
2
1   和 ( )zsx

2
1

−
     （1） 

  或者简单地记作α 和 β ，因为这两个波函数并不是 xσ̂ 的本征函数，但它们构成一个完整系，

所以任何自旋态都能用这两个本征函数的线性式表示（叠加原理）， xσ̂ 的本征函数可表示： 

      βαχ 21 cc +=                  (2) 

21 ,cc 待定常数，又设 xσ̂ 的本征值λ，则 xσ̂ 的本征方程式是： 

     λχχσ =xˆ                    (3) 

将（2）代入（3）： 
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     ( ) ( )βαλβασ 2121ˆ ccccx +=+        (4) 

根据本章问题 6（P．264）， xσ̂ 对 zσ̂ 表象基矢的运算法则是： 

βασ =xˆ       αβσ =xˆ  

此外又假设 xσ̂ 的本征矢（2）是归一花的，将（5）代入（4）： 

    βλαλαβ 2111 cccc +=+  

比较 βα , 的系数（这二者线性不相关），再加的归一化条件，有： 

           

)6(
)6(
)6(

12
2

2
1

12

21

c
b
a

cc
cc
cc

−−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−−−−−









=+
=
=
λ
λ

 

前二式得 12 =λ ，即 1=λ ，或 1−=λ  

当时 1=λ ，代入（6a）得 21 cc = ,再代入(6c)，得： 

  δiec
2

1
1 =         δiec

2
1

2 =  

δ  是任意的相位因子。 
    当时 1−=λ ，代入（6a）得 

21 cc −=  

代入(6c)，得： 

  δiec
2

1
1 =          δiec

2
1

2 −=  

最后得 xσ̂ 的本征函数： 

)(
21 βα
δ

+=
iex                对应本征值 1 

)(
22 βα
δ

−=
iex                对应本征值-1 

以上是利用寻常的波函数表示法，但在 2ˆˆ σσ x 共同表象中，采用 zs 作自变量时，既是坐标表

象，同时又是角动量表象。可用矩阵表示算符和本征矢。 

     







=

0
1

α      







=

1
0

β         







=

2

1

c
c

χ          （7） 
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xσ̂ 的矩阵已证明是 

        







=

01
10

ˆ xσ  

因此 xσ̂ 的矩阵式本征方程式是： 

     







=

















2

1

2

1

10
10

c
c

c
c

λ               （8） 

其余步骤与坐标表象的方法相同， xσ̂ 本征矢的矩阵形式是： 









=

1
1

21

δiex           







−

=
1

1
22

δiex  

 
8.2——6.12 

8.2 在 zσ 表象中，求 n⋅σ 的本征态， ( )ϕϕθϕθ cos  ,sinsin  ,cossinn  是 ( )ϕθ , 方向的单位

矢量. 

解：在 zδ 表象中，δ 的矩阵表示为 

xσ 







=

01
10

，  yσ 






 −
=

0
0
i

i
，  zσ 








−

=
10

01
                     （1） 

因此，   zzyyxxn nnnn σσσσσ ++=⋅=  










−
=








−+
−

=
−

ϕθ
θϕ

ϕ

ϕ

cossin
sincos

i

i

zyx

yxz

e
e

ninn
innn

                  （2） 

设 nσ 的本征函数表示为Φ 







=

b
a

，本征值为λ，则本征方程为 

( ) 0=− φλσ n ，即   0
cossin

sincos
=

















−−
− −

b
a

e
e

i

i

λθθ
θλθ

ϕ

ϕ

                      （3） 

由（3）式的系数行列式 0= ，可解得 1±=λ 。 
对于 1=λ ，代回（3）式，可得 

x

yx

yx

xi
i

n
inn

inn
nee

b
a

−
−

=
+
+

==
−

= −
−

1
1

2sin
2cos

cos1
sin ϕ

ϕ

θ

θ

θ
θ

 

归一化本征函数用 ( )ϕθ , 表示，通常取为 
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( ) 












=

ϕθ

θ
ϕθφ

ie2sin
2cos

,1 或














 −

2

2

2sin
2cos

ϕ

ϕ

θ

θ
i

i

e

e
                       （4） 

后者形式上更加对称，它和前者相差因子
2ϕie−
，并无实质差别。若用n的直角坐标分量来表

示，可以取为 

( )
( ) 








+
+

+
=

yx

z

z
inn
n

n
n

1

12
1

1φ 或
( ) 








−
−

− z

yx

z n
inn

n 112
1

            （4’） 

如 1±≠zn ，二者等价（仅有相因子的差别）。若 ( )1,0,0=n ，应取前者；若 ( )1,0,0 −=n ，应

取后者。 

对于 ,1−=λ 类似地可以求得 

x

yx

yx

xii

n
inn

inn
n

ee
b
a

+

−
−=

+
−

−=−=
−

−= −−

1
1

2cos
2sin

sin
cos1 ϕϕ

θ

θ

θ
θ

 

( ) 













−
=− ϕθ

θ
ϕθφ

ie2cos
2sin

,1 或
















−

−

2

2

2cos
2sin

ϕ

ϕ

θ

θ
i

i

e

e
                             （5） 

或   ( )
( ) ( )






+−
−

+
=−

z

yx

z n
inn

n
n

112
1

1φ 或
( )

( )








+
−−

− yx

z

z
inn
n

n

1

12
1

                  （5’） 

若 ( )1,0,0=n ，取 







=− 1

0
1φ ; 若 ( )1,0,0 −=n ，取 








=− 0

1
1φ 。 

 

[2]在 zσ 表象中，求 n ⋅σ 的本征态， )cos,sinsin,cos(sin θϕθϕθn 是 ),( ϕθ 方

向的单位矢。 
  （解） 方法类似前题，设 n ⋅σ 算符的本征矢是： 

βα 21 ccx +=          (1) 

它的本征值是λ。又将题给的算符展开： 

   zyxn σθσϕθσϕθσ ˆcosˆsinsinˆcossin ++=⋅


         (2) 

写出本征方程式： 

( )( ) ( )βαλβασθσϕθσϕθ 2121ˆcosˆsinsinˆcossin cccczyx +=+++    (3) 

根据问题（6）的结论， xσ̂ , yσ̂ 对 2ˆˆ σσ z 的共同本征矢α ，β ，运算法则是 

        βασ =xˆ      ， αβσ =xˆ    ，  βασ iy =ˆ    ， 

科
大
科
院
考
研
网
  
专
业
提
供
中
科
院
考
研
真
题
及
资
料
  
ht
tp
:/
/w
ww
.k
ao
ya
nc
as
.n
et

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



        αβσ iy =ˆ      ， αασ =zˆ   ，  ββσ −=zˆ                 （4） 

将这些代入（3），集项后，对此两边α ，β 的系数： 

       




=−+
=++

22

11

cos)sinsincos(sin
)sinsincos(sincos

cci
cic

λθϕθϕθ
λϕθϕθθ

                     （5） 

或     




=+−⋅
=⋅+− −

0)(cossin
0sin)(cos

21

21

cce
cec

i

i

λθθ
θλθ

ϕ

ϕ

                              （6） 

（6）具有非平凡解（平凡解 01 =c  ， 02 =c ）条件是久期方程式为零，即 

     0
cossin

sincos
=

−−
− −

λθθ
θλθ

ϕ

ϕ

i

i

e
e

它的解 12 =λ                           （7） 

1=λ  时，代入（6）得：  

12 2
cetgc i ⋅= ϕθ

                                     （8） 

（1） 的归一化条件是： 

                      12
2

2
1 =+ cc  

将（8）代入（9），得： 

            
2

cos)(
1

θϕδ −= iec           
2

sin2
θδiec =  

归一化本征函数是： 

   






 += −− βθαθχ ϕδ

2
sin

2
cos1

ii ee             （10） 

1−=λ 时， 21 ,cc 的关系是： 

 12 2
cectgc i ⋅−= − ϕθ

 

归一化本征函数是： 
   







 +−= − βθαθχ ϕδ

2
cos

2
sin2

ii ee               （11） 

δ 是任意的相位因子。 
本题用矩阵方程式求解：运用矩阵算符： 









=

01
10

ˆ xσ   ， 






 −
=

0
0

ˆ
i

i
yσ    ， 








−

=
10

01
ˆ zσ         （12） 










−
=⋅

−

θθ
θθ

σ
ϕ

ϕ

cossin
sincos

i

i

e
e

n                                 (13) 
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本征方程式是： 

   







=

















−

−

2

2

2

2

cossin
sincos

c
c

c
c

e
e

i

i

λ
θθ

θθ
ϕ

ϕ

                      (14) 

n ⋅σ 的本征矢是： 

     
















=

−

δ

ϕδ

θ

θ

i

i

e

e

2
sin

2
cos

1
)(

       , 
















−
=

−

δ

ϕδ

θ

θ

i

i

e

e

2
cos

2
sin

2
)(

       (15) 

补白：本征矢包含一个不定的 相位因式
δie ，由于δ 可以取任意值，因此 21 ,χχ 的形式

是多式多样的，但（15）这种表示法是有普遍意义的。 
 

8.3 在 zs 本征态 ( ) 







=

0
1

2
1 zsχ 下，求 ( )2

xs∆ 和 ( )2ys∆ 。 

解： ( )2
xs∆ ( ) 222

xxxx ssss −=−=  

但  422
=xs （常数矩阵）， 

( ) 0
0
1

01
10

01
2

=















=


xs ， 

∴  ( )2
xs∆ 42

= ，类似有 ( )2ys∆ 42
= 。 

 

8.3 在自旋态下 







=

0
1

)(
2
1 zsχ ，求

2
xs∆ 和

2
ys∆  

（解）
2
xs∆ 是 2ˆxs 的均方偏差 

    222 )( xxx sss −=∆   

2
ys∆ 是，

2ˆys 的均方偏差 

        222 )( yyy sss −=∆  

)(
4

)(ˆ
2
1

2

2
1

2
zzx sss χχ 

=  

4
)(ˆ)(

2

2
1

2

2
1

2 

== zxzx ssss χχ  
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0)()(
2

)(
2

)()(ˆ)(

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

==

==

−

−

zz

zzzxzx

ss

ssssss

χχ

χχχχ





 

因此
4

2
2 

=∆ xs 在 )(
2
1 zsχ 态下， xŝ , yŝ 对称，因而

4

2
2 

=∆ ys  

 

8.4 设矩阵 ABC 满足 1222 === CBA ， iACBBC =−  

(1) 求证 0=+=+ CAACBAAB  
(2) 在 A表象中，求出 B ，C 得矩阵（设无简并）。 

【解】将 iACBBC =− 式左乘 B ，利用 12 =B ，得 

         iBABCBC =−  

同式右乘 B ，利用 12 =B ，得 

         iABCBCB =−  
相加得 0=+ BAAB ，同样，将C 左乘、右乘前述一式，可得 
          0=+CAAC  

在用 A表象时， A的本征矢ψ 是基矢，它满足本征方程式： 

           λψψ =Â     (1) 

但λ是本征值，从复用 Â运算于（1）得： 

ψλψλψ 2ˆ)ˆ(ˆ == AAA  

但 ψψ ⋅= 12A ，所以 12 =λ   1,1 −=λ ；假定 Â没有简并态， Â 仅有两个本征值，

在 Â自身表象中，其矩阵是对角的，矩阵元是本征值 1 和-1 

                







−

=
10

01
A                  （2） 

设 B 的矩阵  







=

dc
ba

B ，将它代入等式 0=+ BAAB  

0
10

01
10

01
=








−








+
















− dc

ba
dc
ba

 

简化为 0
20
02

=







− d

a
，得

0
0

=
=

d
a
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因此 B 是反对角矩阵： 

         







=

0
0
c

b
B              （3） 

代入条件 1ˆ 2 =B ，有： 









=








=
















10
01

0
0

0
0

0
0

bc
bc

c
b

c
b

 

得 1=bc    即
b

c 1
=  

得到含有一个待定常数的矩阵 












= 01

0

b

b
B  

关于另一矩阵C 也有类似的计算，由于C 满足 12 =C 和 0=+CAAC ，因此C 的矩阵（含

有一个未定常数的）写作： 













′

′
= 01

0

e

e
C      （5） 

待定常数b 和 e之间尚需满足题给的约束条件 iACBBC =− ，将它列成矩阵： 









−

=
























′

′
−













′

′













i
i

b

b

e

e

e

e

b

b

0
0

01
0

01
0

01
0

01
0

 

即 i
b
e

e
b

=
′

−
′

,或 iebeb ′=′− 22  

解出e用b 的项表示： 

bebie 6)
22

3(
π

=+±=′  

或   6
5 i

bee
π

=′  
 

8.5 矩阵 AB 满足 02 =A ， 1=+ ++ AAAA ， AAB +=  

（1） 证明 BB =2  

（2） 在 B 表象中求出 A的矩阵。 

【解】（1）依第二条件 1=+ ++ AAAA ，将 AA+ 运算于此式，注意一切满足结合律，故： 

AAAAAAAA ++++ =+ )(  

AAAAAAAAA +++++ =+ ))((2  
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因 02 =A ， 02 =++ AAA ，前式求为 BB =2 。 

（1）在 B 表象中，基矢ψ 是 B 的本征矢【本征函数】，满足 

                        λϕψ =B̂  

λ是本征值      )ˆ()ˆ(ˆ ψλψ BBB =     ψλψ 22ˆ =B  

故ψ 也是 2B̂ 的本征函数，本征值是
2λ ，根据（1）结论 BB =2 ，故 

ψψ BB ˆˆ 2 =     λψψλ =2      0)1( =−λλ  

所以合理的本征值只有二个 1=λ ， 0=λ ，算符 B 在自身表象中是对角矩阵，因本征值有二

个，矩阵阶数是二，其对角矩阵元是本征值 1，0。 

          







=

00
01

B  

设 Â在 B̂ 表象中的矩阵是 







=

dc
ba

A 根据题给的第一条件 

0ˆ 2 =A     02

2

=








+⋅⋅+⋅
⋅+⋅⋅+

=















dbccdac

dbbacba
dc
ba

dc
ba

  （1） 

1=+ ++ AAAA    







=
















+
















10
01

**

**

**

**

dc
ba

db
ca

db
ca

dc
ba

  (2) 

BAA =+ 给出  







=
















00
01

**

**

dc
ba

db
ca

   （3） 

从最后一式可得   1** =+ ccaa     （4） 

                 0** =+ dcba    （5） 

                 0** =+ cdab    （6） 

                 0** =+ ddbb    （7） 

最后一式（7）是表示两个复平方之和为零，即 

                 02 =b       02 =d  

这只能是 0=b ， 0=d 。 
将这式子代入（2）： 

     







=
















+
















10
01

0
0

00000
0 **

*

*

c
acaca

c
a
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得诸关系式： 12 ** =+ ccaa   （8） 0* =ca   （9） 

0* =ac         （10） 1* =cc    （11） 

从最后一式得  δiec = 【δ 任意相位】又从另外三式都推得 0=a 所求的矩阵是： 









=

0
00

δie
A  

本题中 B 的不为零元素也可以在矩阵右下角，这时 A的不为零元素就在右上角。 
       

8.6 一个具有两个电子的原子，处于自旋单态（s=0）。证明自旋轨道耦合作用 Ls




⋅)r(ξ 对能
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   [解]、整个原子的角动量看作每一个电子角动量矢量和，此外每一电子角动量又包括轨道

运动和自旋。 

       222111212121
ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆ sljsljssSllLjjJ 



















+=+=+=+=+=                  (1) 

  整个体系的哈氏算符是： 

     LsHH




⋅+= )r(ˆˆ
0 ξ               （此式中 r 是电子相对位矢） 

将自旋轨道相互作用算符用角动量算符表示，由于： 

SLJ ˆˆˆ 

+=  

SLSLSLSLJ ˆˆ2ˆˆ)ˆˆ()ˆˆ(ˆ 222 


⋅++=+⋅+=   

)ˆˆˆ)(r(
2
1ˆˆ 222

0 SLJHH −−+= ξ          (2) 

原子的状态可以用（ ZJJL ˆ,ˆ,ˆ 22 ）的共同本征函数
ZJJL ,,Ψ 表示，

将算符（2），运算于这个本征函数，可以求的能量贡献（修正量） 

       

ZZ

ZZ

JJLJJL

JJLJJL

SSLLJJH

SLJHH

,,
222

,,0

,,
222

0,,

})1()1()1(){r(
2
1ˆ

}}ˆˆˆ){r(
2
1ˆ{ˆ

ΨξΨ

ΨξΨ

 +−+−++=

−−+=
  (3) 

但当原子处在自旋的单重态时，   0,ss 21 =−= S




 

总自旋量子数 s=0，有从（1）式的关系看出 

    LllslsljjJ 21221121











=+=+++=+=  

 因此 J=L，（3）式成为： 

     
ZZ JJLJJL HH ,,0,,

ˆˆ Ψ=ψ  
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所以，轨道自旋的耦合作用对能量本征值没有影响，因 0Ĥ 不含 LS ˆˆ 

⋅  

 

8.7 设两个自旋为
2
1
的粒子的相互作用为： 

                    12)()()( SrVrVrV TO +=  

第一项为中心力，第二项为张量力的证明： 

（1） 宇称л、总自旋
2S


、总角动量
2Ĵ 及总的 z 向分角动量 zĴ 均为守恒量，但 2L̂ 和 Ŝ 不

是守恒量。 
（2） 在自旋单态下，张量力为零。 
  （解）题中张量力（本章中问题 13.P283）如下： 

      2
2

2

212
2211

12
ˆ2)(6)())((3 S

r
rS

r
rrS −

⋅
=⋅−

⋅⋅
=









σσ
σσ

          (1) 

但 21 rrr 

−= 。（前一公式的来源不在本题中讨论）  

（1） （a）宇称π ：体系的哈密顿算符包括两粒子的能量和势能 

           ( ) ( )








−
⋅

+++= 2
2

2

2
2

1

2
1 26)(

2
ˆ

2
ˆˆ S

r
rSrVrVppH TO





µµ
         (2) 

按 * §5．3（P。176）一体系若具有空间反射不变性，则其宇称是守恒的，即 

                         0]ˆ,ˆ[ =Hπ                              (3) 

  在本题的情形，这条件是成立的，注意，粒子的动能可能梯度表示。 
(2)式用坐标显示为： 

}ˆ2)](ˆ[6){()(

)(
2
1)(

2
1ˆ

2
2

21

2
21

2121

2
2

2

2
2

2

2
2

2

2
2
1

2

2
1

2

2
1

2

1

S
rr

rrSrrVrrV

zyxzyx
H

TO −
−

−⋅
−+−+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=









µµ
             (4) 

当参考系发生空间反射时， 

 1221221122112211 ,,,,,, rrrrzzzzyyyyxxxx −→−−→−→−→−→−→−→ 。 但

21 rr 

− 不变，此外总的自旋角动量 S


依赖与自旋坐标 1zs 和 2zs ，与空间坐标 21,rr 

无关，因而

2
21 )]([, rrSS 



−⋅ 也不随空间反射而变更，又因为 

                    2
1

2

2
1

2

)( xx −∂
∂

=
∂
∂
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等，所以动能部分也不随反射而变化，所以（4）式整个不随反射变化，若 ),,,( 2121 zz ssrr 

是

任意函数，我们有： 

                     Ψ=Ψ ππ ˆˆˆˆ HH  

即     ππ ˆ,0]ˆ,ˆ[ =H 是守恒量 

 （b）总自旋平方算符
2Ŝ ：  

   自旋和一切轨道运动的量都能对易，只需检验
2Ŝ 与 2)( rS 



⋅ 的对易性： 

     

))((ˆˆ2

))((ˆˆ2

))((ˆˆ2

)(ˆ)(ˆ)(ˆ)(

2121xz

2121

2121

2
21

22
21

22
21

22

xxzzSS

zzyySS

yyxxSS

zzSyySxxSrS

zy

yx

zyx

−−+

−−+

−−+

−+−+−=⋅




 

因 0]ˆ,ˆ[ 2 =xSS 等，又 0]ˆ,ˆ[ 22 =xSS 等，因此有： 

                   0]ˆ,ˆ[ 2 =HS                                  （6） 

（c）总角动量分量 ZĴ  ： 

总角动量分量 ZĴ 与轨道运动部分的诸力学算符相对易，这在第六章中心力场和第四章§4.1

都有过讨论，只需证明 ZĴ 与 Ĥ 的势能部分的对易性就足够。 

又               zzzzzzz ssllSLJ 2121 ˆˆˆˆˆˆ +++=+=


 

只与角度有关，与相对矢径 21 rrr 

−= 无关，所以 ZĴ 与一切与 r有关的算符对易 

           

]ˆ,ˆ)[(2])(,ˆ[)(ˆ6

}]ˆ2)(6){(ˆ,ˆ[

]ˆ)(ˆ,ˆ[

]ˆ)(ˆ)(ˆ,ˆ[

)](ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[

22
2

2
2

2

12

12

SJrVrSJ
r

rV

S
r

rSrVJ

SrVJ

SrVrVJ

rVJHJ

ZTZ
T

TZ

TZ

ToZ

ZZ









−⋅=

−
⋅

=

=

+=

=

 

)](,ˆ)[())]((,ˆ[

ˆ)()(ˆ)()(ˆ)()(ˆ

ˆ)()(ˆ])(,ˆ[
22

222

rSJrSrSrSJ

JrSrSJrSrSJrSrSJ

JrSrSJrSJ

ZZ

ZZZZ

ZZZ





















































⋅⋅−⋅⋅=

⋅−⋅⋅+⋅⋅−⋅=

⋅⋅−⋅⋅=⋅

（7） 
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最后一式说明， ])(,ˆ[ 2rSJ Z




⋅ 归结为较简单的 )](,ˆ[ rSJ Z




⋅ 的运算 

     

)](ˆ,ˆ[)](ˆ,ˆ[

ˆ],[ˆ],[ˆ],ˆ[

)]()()(,[)](,ˆ[

2121

212121

212121

xxSSxxSS

SzzLSyyLSxxL

zzSyySxxSSLrSJ

yzxz

zzyzxz

zyxzzZ

−+−+

−+−+−=

−+−+−+=⋅




 

再注意到： 

        
],ˆ[],ˆ[

],ˆˆ[],ˆ[

2211

212121

xlxl

xxllxxL

zz

zzz

−=

−+=−
 

   运用两个业已证明过的对易式（第四章） 

          γαβγβα ε ixxl =]ˆ,ˆ[      γαβγβα ε SiSS ˆ]ˆ,ˆ[ =     

0ˆ)(

ˆ)(ˆ)(ˆ)(

)](ˆ,ˆ[)](ˆ,ˆ[

],ˆ[ˆ],ˆ[ˆ],ˆ[ˆ],ˆ[)](,ˆ[

21

212121

2121

22112211

=−−

−+−−−=

−+−+

−+−=⋅

x

yyx

yzxz

yzyzxzxzz

Syyi

SxxiSxxiSyyi

yySSxxSS

SylSylSxlSxlrSJ









   (8)                   

将此结果代入（7）式，得到 

           0])(,ˆ[ 2 =⋅ rSJ z




                

所以最终得到： 

            0]ˆ,ˆ[ =HJ z             （ zĴ 是守恒量  ）                  （9） 

   （d）总角动量平方 2Ĵ  ： 

前一步骤出发，再计算 2ˆ
zJ  与 )( rS 



⋅ 的对易关系 

        

zzzz

zzzzzz

zzz

JrSJrSJJ

JrSJrSJJrSJrSJ

JrSrSJrSJ

ˆ)](,ˆ[)](,ˆ[ˆ

ˆ)(ˆ)(ˆˆ)(ˆ)(ˆ

ˆ)()(ˆ)](,ˆ[
22

222





































⋅+⋅=

⋅−⋅+⋅−⋅=

⋅−⋅=⋅

  （10） 

现在将（8）代入（10），立即又有 

       0)](,ˆ[ 2 =⋅ rSJ z




 

我 们 在 （ c ） 一 小 题 中 计 算 )](,ˆ[ rSJ z




⋅ 时 全 部 用 了 直 角 坐 标 ， 因 此 坐 标 

( )222111 , zyxzyx 有轮换的对称，（10）式也是如此，因而应该也有下式： 

   ,0)](,ˆ[ 2 =⋅ rSJ x




         0)](,ˆ[ 2 =⋅ rSJ y




                             (11) 

将（10）和（11）的两式相加，得 

          0)](,ˆ[)](,ˆˆˆ[ 2222 =⋅=⋅++ rSJrSJJJ zyx








                     (12)            
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从而也得到交换式 

                    0]ˆ,ˆ[ 2 =HJ                     （ 2Ĵ 是守恒量  ）                  

（e） SL ˆ,ˆ2


这两算符不能是守恒量，因为它们不和 )( rS 



⋅ 对易。 

（2）最后证明，在双电子体系的单态中，张量力等于零。 

  设第一电子的态用 )1(),1( βα 表示，第二电子用 )2(),2( βα 表示，在单态的情形，体系总自

旋的本征值 S=0，自旋波函数是反对称的，写作 

                 2/)}2()1()2()1({ αββαχ −=                      (13) 

在此态中求张量力势能算符的平均值V ，这计算式只有一项 

     χχ ]}ˆ2)(6)[({ 2
2

2

S
r

rSrVV T −
⋅

= +




                                       (14) 

将此式分别计算 

 
)}2()1()2()1({)})((

))(())()}{(2()1()2()1({
4

)(*

2121

21212121

αββασσ

σσσσαββαχχ

−⋅−−+

−−++−−=⋅

zz

yyxx

zz

yyxxrS 



 

在以上运算式中， zyx 111 ˆ,ˆ,ˆ σσσ 等只能运算与， )1(),1( βα ； ..........ˆ 2xσ 而运算于 )2(),2( βα ，

再注意到 

     
ββσαασαβσ

βασαβσβασ

−==−=

===

zzy

yxx

i
i

ˆ,ˆ;ˆ
,ˆ;ˆ,ˆ

 

前式成为： 
        

0)]}2()1()2()1()2()1()2()1()[(
])2()1()2()1()2()1()2()1()[(

)]2()1()2()1()2()1()2()1()[)}{(2()1()2()1({
4

21

21

21

=−+−−+
−−+−+

−+−−−

αββααββα
ββααααββ

ββααααββαββα

zz
iiiiyy

xx

 

  又 0)10(0*)1(** 2 =+⋅=+= χχχχχχ SSS  

（S 是总自旋量子数） 

  将以上两部分计算结果代入（14），知道 0=V 。 

8.8 自旋为 s 的两个粒子所具有的，对称和反对称的自旋波函数各有几个？
2
3,

2
1

== ss 情

况下，对称和反对称自旋态各有几个？ 
[解] 自旋为 s 指的是自旋角量子数是 s（它和轨道运动中的 l 相当），在轨道运动中，角量子

数给定后（l）,角动量 z 分量的本征值 m有 2l+1 种不同值： 
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     llllm ,)1.........(,0,,........)1(, −−−−−=  

推广到自旋的情形若自旋角量子数为 s（不一定是 1/2，例如原子核的自旋），则自旋磁量子数

有 2s+1 种值 

       ssms ,.......−=  

但 s 可以是整数，也可以是半整数。 

    自旋的不同态用 sm 来区别，第一电子的自旋波函数记作 )( 1s zm sχ 或 )1(
smχ ，第二电子的

自旋波函数记作 )( 2'
s

zm sχ 或 )2('
smχ  

     ）是（ ssssmm ss ,1,.........1,, −+−−′  

中任意两个。 
描写两电子体系的波函数是个别电子波函数的相乘积或其线性式，根据§8.4 的理论，要

使体系的波函数 χ 成为总自旋 ZSS ˆ,ˆ 2 的本征态， χ 只有三种形式的归一化波函数： 

（1）  )2()1( msms χχχ =    非简并情形     共计 2s+1 种 

（2）  )]1()2()2()1([
2

1
smmssmms ′′ += χχχχχ  简并情形 

这种波函数种数等于 2s+1 文字中选择不同 2 种文字的种数计有
2
1)2s(2s +

种。 

以上二类对称自旋波函数的总数目  n=(2s+1)+(2s+1)s=(2s+1)(s+1) 

(3)   )]1()2()2()1([
2

1
smmssmms ′′ −= χχχχχ  

这种波函数还是反对称的，波函数总数目和（2）相同，计有
2
1)2s(2s +

种。自旋角量子数 s

指定时，可能的合成自旋波函数的总数目有： 

21)(2s1)s(2s1)s(2s12sn +=+++++=  

8.9——6.13 
8.10——6.17 

8.10 满足下列条件的n 维矩阵,称为 nSU 矩阵 

1=+=+ UUUU     1det =U  

试求 2SU 的一般表示式。 

【解】设: 
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代入题给的第一个条件 
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化成等效的条件
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)4(1
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同理，代入第二个条件 
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⋅








10
01

**
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dc
ba
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ba

 

         











−−−−=+
−−−−=+
−−−−=+
−−−−=+

)4(1
)3(0
)2(0
)1(1

**

**

**

**

ddbb
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dcba
bbaa

 

前列出的八个方程式并非完全独立。 
容易看出（2）与(3)是复共轭，（6）（7）也是复共轭式，；因此只有六个不相关方程式，

因 
2** aaaaa ==  

等，又（1）（5）相减，（1）（8）相减，得两个关系式： 

22

22

da

cb

=

=
    (9) 

           (10) 

根据（1）： 122 =+ ba ，因此在不失普遍性的情况下，可以设定以下形式： 

ω22 cos=a     αω iea cos=    （11） 

ω22 sin=b     βω ieb sin=      (12) 

式中ω必是实数，而α ， β 任意实数得相因子，根据（9）和（10），同样可设： 

γω iec sin=  （13） 

δω ied cos=  （14） 

这四个元素满足（1）（4）（5）（8）和（9）（10），但对于（2）或（3），对于（6）或（7）这

两个条件的满足，给初相位α ， β ，γ ，δ 一些限制，将a , b , c , d 的表达式代入(2)得： 

0)()( =+ −− δβγα ii ee    （15） 
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如果使用（3）、(6)、(7)诸式，实际上得不到新的关系，又将（15）遍乘
)( βα+ie 得： 

0)()( =+ ++ γβδγ ii ee                     (16) 

其次我们使用题给得第三个独立条件 1det =U ，有 

1sincos )(2)(2 =−=−=






 ++ γβδα ωω ii eebcad
dc
ba

   （17） 

将（16）的关系代入（17）得： 

1}sin{cos 22)( =++ ωωδαie  

即   1)( =+βαie  

因而有      αδ ii ee −=  

又从（16）得 1)()( −=−= ++ δαγβ ii ee ， 

γβ ii ee −=−            （19） 

由此看来
αie ，

βie ，
γie ，

δie 只有两个独立，我们若选用
αie 和

βie 表示各元素，有 













−
=








= −− αβ

βα

ωω
ωω

ii

ii

ee
ee

dc
ba

U
cossin
sincos

 

 
8.11——6.18 
8.12——6.24 
8.13——6.25 
8.14——6.26 

8.15 自旋为 2/ ，内禀磁矩为 0µ 的粒子，在一个空间分布均匀但随时间改变的磁场 )(tB


中

运动，证明粒子的波函数可以表示成空间函数与自旋函数的积，写出它们满足的波动方程式。 
【解】薛定谔方程式被推广为： 

ψσµφ
µ

ψ
])(

2
1[ 0

2 BeA
c
ep

t
i









 ⋅−+−=
∂
∂

  （1） 

H0与自旋无关， B


 ⋅− σµ0 与空间坐标无关，所以可以令 









=

)(
)(

)(),,,(
tb
ta

xyzttzyx ϕΨ  

代入前式，注意 B


 ⋅σ 仅与自旋有关，代入后： 
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 即     
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 0
0    （2） 

将最后一式遍除 







b
a

ϕ ；得 

BH
b
a

b
a

t
i

t
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 ⋅−=















∂
∂

+
∂
∂ σµϕϕ

0
0  

将与自旋、轨道运动部分分别等同，得 

ϕϕ 0H
t

i =
∂
∂

 ，   







⋅−=








∂
∂

b
a

B
b
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t
i σµ0  

 

8.16 同上题，设 B


沿 z 轴方向，在 0=t 时，自旋波函数 
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 −

δ
δ

α

α

sin
cos

)0(
)0(

i

i

e
e

b
a

 

求 







)(
)(

tb
ta

它是自旋沿什么方向的本征态，在这个态下 xS


， yS


， zS


是多少。 

【解】设波函数是 









=

)(
)(

)(),,,,(
tb
ta

xyzttszyx z ϕΨ       （1） 

由于方程式可以分离变量，所以，除 )(xyztΨ 部分因φ未知而不能决定外自旋部分满足前题的

（3）式，本题因 B


沿 z 轴 

0=xB       0=yB       BBz =  

所以        
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科
大
科
院
考
研
网
  
专
业
提
供
中
科
院
考
研
真
题
及
资
料
  
ht
tp
:/
/w
ww
.k
ao
ya
nc
as
.n
et

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



此式相当于：
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按题意匀强磁场 B 是时间的函数 )(tB ，因而有解 

∫=
t

dttBi
eata 0

0 )(

0)( 

µ

 

∫=
−

t
dttBi

ebtb 0
0 )(

0)( 

µ

 

再代入初条件，决定了常数 
αδ iea −= cos0    αδ ieb sin0 =  
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      (5) 

按本章习题（2）：凡自旋矢量沿方向 )cos,sinsin,cos(sin θϕθϕθn 的态，其波函数表示为 
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χ
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−
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2
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2
sin )(

2
    （6） 

（6）式中δ 任意取值，若取
2
θδ = ，将（5）（6）对比，发现自旋方向 

δθ 2=            ∫−=
t

0
0 ))((2 dttB


µαϕ  

再求此态之中， xα 等的平均值，为此用自旋态的平均值计算式： 
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∫ −⋅−=
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y dttBS
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0 })(2sin{2sin
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αµδ
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δ2cos
2

)(
2

** 

=−= bbaaSz  

 
8.17 与上题类似，设磁场大小不变，但磁场在 xy平面内，以下规律变化： 

         tBBx ωcos=       tBBy ωsin=      0=zB  

求粒子自旋波函数。 
【解】亦用前题关于自旋的方程式： 
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即  
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这相当于下述两个方程式 
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再将每方程式对时间求导一次，得： 
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有可能从（2）（3）（4）中消去变量 )(tb ，为此将（3）式中的 )(tb 和(2)式中的 )(tb 分别用 )(ta

的项表示，代入（4），得 

tititii eeta
B

eta
B

ta
B
i ωωω

µ
ωµ

µ
−−=− })()({)(

0









 

即得到齐此方程式： 

0)()()( 2

22
0 =++ ta

B
taita





µ
ω                （6） 

此式的特征代数方程式是： 

02

22
02

=++


B
i

µ
λωλ                       （7） 

解此方程式得： 
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2

22
02

21

4
22

,


Bii µωωλλ +±−=               （8） 

因而 )(ta 的解是： 

}{)( 2
2

2
1

2
21

21

tititi
tt ececeececta

Ω
−

Ω
−

+=+=
ω

λλ     （9） 

式中              2

22
02 4


Bµ
ω +=Ω                （10） 

关于 )(tb 的方程式是： 

        0)()()( 2

22
0 =+− tb

B
tbitb





µ
ω               （11） 

类似地可一一求得解是： 

        }{)( 2
4

2
3

2
43

43

tititi
tt ececeecectb

Ω
−

Ω

+=+=
ω

λλ   （12） 

（9）和（12）中含有积分常数 1c ， 2c ， 3c ， 4c 这些由初条件 )0(a ， )0(b 和 )0(a ， )0(b 等

四个条件来决定。 
 

8.18 设自旋为 2/1 的粒子在磁场 )(tB 中运动，求证在海森伯表象中自旋时间的变化率是： 

                   BS
mc
gtS

dt
d e



×=
2

e)(  

式中m 粒子质量， e 电荷， eg 为自旋的 g 因子（对电子 2−=eg ）设 kBB




= 是沿 z 轴方向

常磁场，求解 )(ts 。 

【解】根据第五章公式（23）海森伯运动方程式，任何力学算符的海氏表象 )(ts 要满足： 





= HF

idt
Fd ˆ,ˆ1ˆ







                 （1） 

在考虑自旋情形，粒子的哈密尔顿算符： 

BeA
c
eP

m
H ˆˆ}ˆˆ{

2
1ˆ

0
2 





⋅−+−= σµΦ   （2） 

令 sF ˆˆ = ，注意到 BHH ˆˆˆˆ
00



 ⋅−= σµ ， 0Ĥ 部分与自旋无关，于是有： 
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最后一式是矢量对易式，应就每一分量进行计算： 
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同理可证 yy BB
i
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m
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 ×=  

求 )(ts 的解，设 B 沿 z 轴， 

          0=xB          0=yB           BBz =  

          )4(}ˆ)ˆˆˆ{(
2

)ˆˆˆ( ′−−−−×++=++ kBksjsis
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egksjsis
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d
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令 ω=
mc
eBge

2
，得
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y
x

s
dt
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s
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ω
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将第一式求导：
dt
sd

dt
sd yx

ˆˆ
2

2

ω=  

结合（6）消去
dt
sd yˆ

，得  2

2 ˆ
dt

sd x + xŝ2ω =0 
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它的解是         ( )αω +⋅= tssx cosˆˆ 0  (7) 

代入（5）得      ( )αωω +⋅−= tssy sinˆˆ 0           (8) 

从 ( )′4 得到有关 xs 的方程是 

                  0
ˆ
=

dt
sd z          z0zˆ ss ==常数  

  ( ) ( ) ksjtsitss z





000 sinˆcosˆˆ ++−+⋅= αωωαω  

在计算中产生的ω是自旋角动量绕磁场方向 k


的进动角速度。 

 
8.19——6.27 
8.20——6.28 
8.21——6.29 
8.22——6.23 
8.23——6.32 

8.23 令 
12

1ˆ
+

⋅++
=Λ+

l
ll

l



σ
     ， )1(

12
ˆ −

+
⋅−

=Λ−






l
ll

l
σ

   ， 1ˆˆ =Λ+Λ −+
ll  

证明： 









−=

+=
=Λ+

)
2
1(0

)
2
1(

ˆ
lj

ljljmj

ljmjl

φ
φ  









−=

+=
=Λ−

)
2
1(

)
2
1(0

ˆ
lj

lj

ljmj

ljmjl

φ
φ  

  （证明）本题的
+Λ l

ˆ , −Λ l
ˆ 是两个带有相加的常数分子的算符 

        zzyyxx llll ˆˆˆˆˆˆ σσσσ ++=⋅




 

根据总角动量理论内，前两算符可变形如下： 

    
)2(
)1(

)ˆˆˆ(
12

1
12

1
12

1
12

1ˆ

)ˆˆˆ(
12

1
12

1
12

1
12

1ˆ

222

222









−−⋅
+

−
+

=⋅
+

−
+

=Λ

−−⋅
+

+
+

=⋅
+

+
+
+

=Λ

−

+

slj
ll

l
ll

slj
ll

l
ll

l

l

l









σ

σ
   

假设 ml > ，试将（1）式运算于合成角动量的本征态 ljmjφ （ 22 ˆ,ˆ jl 共同本征态），首先，

对于
2
1

+= lj 有： 
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,
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12
1

4
3)1()

2
3)(

2
1()1(

4
3)1()

2
3)(

2
1()1(

12
1

4
3)1()1()1(

4
3)1()1()1(

12
1

)ˆˆˆ(
12

1
12

1ˆ

                     （3） 

式中
12

1
+
++

≡
l
mla ；

12 +
−

≡
l

mlb 。 

其次，可对于
2
1

−= lj 的本征态计算： 

0
}

4
3)1()

2
1)(

2
1(1{

}
4
3)1()

2
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2
1(1{
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又因为 1=Λ+Λ −+
ll ，所以 

)
2
1(

)
2
1(0

)ˆ1(ˆ
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−=
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=Λ−=Λ +−
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8.24——6.33 
8.25——6.35 
8.26——6.35，6.36 
8.27——6.43 
8.28——6.44 
8.29——6.47 
8.30——6.45 
8.31——6.48 
8.32——6.49 
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1 

P453—— 9.1 
P454——3.3 
9.1——6.4 
9.2——6.8 
9.3——6.2 
9.4——6.17 
9.5——6.18 
9.6——6.5 
9.7——6.6 
9.8——6.15 
9.9——6.19 
9.10——6.20 
9.11——6.9 
9.12——6.14 
9.13——6.5，6.9 

9.13 在 ( )zLL ,2 表象(以为 lm 基矢)中， 1=l 的子空间的维数为 3，求 xL 在此三维空间中的矩阵表示，再利用矩

阵方法求出 xL 的本征值和本征态 

解：在 ( )zLL ,2 表象中， 1=l 的子空间中的基矢为 lm m1= ， 1,0,1 −=m 。由于 

( )( ) 11 ±+±=± mjmjmjjmJ   

( )( )mjmjjmJmj x −++=+ 1
2
11  

( )( )mjmjjmJmj x ++−=− 1
2
11  

( )12
1

−+ += JJJ x 。 

对于本题，以上方式中 lj → ， xx LJ → ， ±± → LJ ， ( )zz LJ →  

不难求得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 01111110011' ====== −−−− xxxxxmmx LLLLLL  

( ) ( ) ( ) ( )
2
2

10011010 ==== −− xxxx LLLL 。 

∴ xL 在此三维空间中的矩阵表示为［ ( )zLL ,2 表象］ 
















=

010
101
010

2
2

xL                                       （1） 

设 xL 的本征值为λ ( )1= ，本征矢为
















=

c
b
a

φ ，则本征方程为 
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λ
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λ

                                      （2） 

此方程有非平庸解的条件为系数行列式等于零，由此可解得本征值： ( ) ,012 =−λλ  

1,0,1 −=λ .                                                  （3） 

将 1=λ 代入（2），可得 

0
2
=+− ba ， 0

22
=+− cba ， 0

2
=− cb 。 

由此得    
2

bca == ，
















=
















∴

1
2

1

2
     b

c
b
a

 

归一化    ( ) 1121
2

2

=++
b

，取 
2

1=b 。 
















=∴

1
2

1

2
1     1φ    1~ +=λ                                       （4） 

同理，将 1,0 −=λ 分别代入（2），可求得 

















−
=∴

1
2

1

2
1     2φ    0~ =λ   ；
















−=

1
2

1

2
1

3φ    1~ −=λ  。  
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第十章 定态微扰论 
P499——8.1 
P515——8.23 
P515 设氢原子处 3=n 能级，求它的 Stark 分裂。 

提示：参阅 10.2 节中例 1。注意 3=n 能级简并度为 9，考虑到微扰 ZeH ε='
相应的选择

定则，此 9 维空间可以分解为若干个不变子空间。 
解：加电场前，能级共对应有 9 个状态。零级波函数形式为 

( ) ( )ϕθψ ,lmnlnlm YrR=                                            （1） 

3=n 的 9 个态分别记为： 

,300,310,320 321 === ψψψ ( )0=m ； 311,321 54 == ψψ ， ( )1=m ； 

,131,132 76 −=−= ψψ ( )1−=m ； ,3228 =ψ ( )2=m ； 3229 =ψ ( )2−=m ；   （2） 

视外电场为微扰，微扰作用势 

θεεε cos' reZereH ==⋅=                                   （3） 
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⋅
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⋅
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ar

ar

e
a
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a
r

a
R

e
a
r

a
r

a
R

e
a
r

a
R

3
2

2
330

3
2

2
331

3
2

2
332

27
2

3
21

33

2

  
6

1
627

8

               
3081

4

                       （4） 

将 'H 写成   W
a
raeH λθε =⋅= cos' ， θcos

a
rW = 。                           （5） 

由于 [ ] 0,' =zLH ，所以 'H 作用于 nlmψ 的结果，磁量子数m 不变。又因为  

mlmlmllmlm YaYaY ,1,1,1cos −−+ +=θ                                    （6） 

( )
( )( )

2
1

22

3212
1










++
−+

=
ll
mlalm                                         （6’） 

'H 作用于 nlmψ ，量子数 l 将改变 1± 。因此在计算微扰矩阵元 uvW 中，只有 2112 WW = ，

3223 WW = ， 5445 WW = ， 7667 WW = 不为零。 

先算径向积分： 

5
2
9

0

2
3132 −=⋅⋅∫

∞
drrR

a
rR ， 29

0

2
3031 −=⋅⋅∫

∞
drrR

a
rR  

再求出：    332112 −==WW ， 633223 −==WW ， 
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2
9

5445 −==WW ， 
2
9

7667 −==WW 。 

再代入方程     0det )1( =− uvuv EW δ ，得 

0
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{
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)1(

{
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{
=

−
−

−−
−−

−−
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−−
−−−

−−

−=
=

−=

=

=

E
E

E
E

E
E

E
E

E

m
m

m

m

m

即       ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] 0299
222)1(22)1(3)1( =−− EEE  

aeaeaeE εεε 9,
2
9,

2
9,0,0,0       )1(

3 ±±±=∴ 。 

分块矩阵 

（由 0
630

6333
033

)1(

)1(

)1(

=
−−
−−−

−−

E
E

E
，解得 9,9,0)1( −=E ） 

（由 0
29

29
)1(

)1(

=
−−
−−

E
E

       ，解得 29,29)1( −=E ） 

结果， 3=n 的能级分裂成五条： 

aeEE ε9)0(
331 −= ， aeEE ε

2
9)0(

332 −= ， )0(
333 EE = ， aeEE ε

2
9)0(

334 += ，

aeEE ε9)0(
335 += 。 

 

10.1 设非简谐振子的 Hamilton 量表为 '
0 HHH +=  

22
2

22

0 2
1

2
xu

dx
d

u
H ω+−=



， 3' xH β= （β 为实常数） 

用微扰论求其能量本征值（准到二级近似）和本征函数（准到一级近似）。 

解：已知 )0()0(
0 nnn EH ψψ = ， ( )xHeN n

x
nn αψ α 2)0( 22−= ， 

( ) ω2
1)0( += nEn ，



ωα u
=  
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( ) [ ]11 1
2
1

+− ++= nnn nnxx ψψ
α

ψ  

( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]222
2 21121

2
1

+− ++++++= nnnn nnnnnxx ψψψ
α

ψ  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )[ ]31133
3 321113321

22
1

++−− ++++++++−−= nnnnn nnnnnnnnnnxx ψψψψ
α

ψ

计算一级微扰： nnn HE ψψ ')1( = 03 == nn x ψψβ 。 

（也可由 ( )∫
+∞

∞−

⋅== dxxxHE nnnn
32)1( ' βψ 0＝ （奇）直接得出） 

计算二级微扰，只有下列四个矩阵元不为0 ： 

( )( ) '
,33

3
3 21

22 nnnn Hnnnx −− =−−=
α
βψβψ           

'
,13

3
1 3

22 nnnn Hnnx −− =⋅=
α
βψβψ  

( ) '
,13

3
1 113

22 nnnn Hnnx ++ =++⋅=
α
βψβψ  

( )( )( ) '
,33

3
3 321

22 nnnn Hnnnx ++ =+++⋅=
α
βψβψ  

计算
2'

knH ：
( )( )

6

22'
,3 8

21
α

β−−
=−

nnnH nn ， 6232'
,1 89 αβnH nn =−  

6232'
,1 89 αβnH nn =+ ， ( )( )( ) 622'

,3 8321 αβ+++=+ nnnH nn  

又 ω3)0(
3

)0( =− −nn EE ， ω=− −
)0(
1

)0(
nn EE ， 

ω−=− +
)0(
1

)0(
nn EE ， ω3)0(

3
)0( −=− +nn EE ， 

∑ −
++=++=∴

k kn

kn
nnnnnnn EE

H
HEEEEE )0()0(

2'
'')0()2()1()0(       

43

222

8
113030

2
1

ω
βω

u
nnn 

 ⋅
++

−





 +=  

)0(
)0()0(

'
')0()1()0(

k
k kn

kn
nnnn EE

H
ψψψψψ ∑ −

+=+=     
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( )( ) ( ) ( )( )( ) 



 +++−+−−+−−−= ++−−

)0(
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1

)0(
1

)0(
33

)0( 321
3
1113321

3
1

22 nnnnn nnnnnnnnnn ψψψψ
ωα

βψ


 
10.1 设非简谐振子的哈密顿量为： 

          22
02

22

2
1

2
ˆ x

dx
dH µω

µ
+−=

           （ β 为常数） 

取 22
02

2

0 2
1

2
ˆ x

dx
dhH µω

µ
+−=  ， 2xH β=′ ，试用定态微扰论求其能量及能量本征函

数。 

   （解）一级能量本征值修正量：本题是一维、无简并的，按本章§9.1公式
( )∑ =
1

k kkW ，

从§3.3知道一维谐振子波函数是： 

( ) ( )xHe
k

x k

x

kk α
π
αψ

α
2

22

!2

−

⋅
=  ， 

但


µωα =         （1） 

( ) ( )

( )∫

∫
∞=

−∞=

−=

=

x

x
k

x
k

x
kkk

dxxHex
k

dxxE

αβ
π
α

ψβψ

α 23

3*1

22

!2

                        （2） 

但根据§3.3，一维谐振子波函数中的厄密多项式是有宇称的（或奇或偶），因而 ( )xH n α2 必

定是个偶函数。（2）式中被积函数就应是奇函数，又因积分限等值异号，结果有： 

( ) 01 =kE  

一级波函数修正值：据§9.1公式[12b] 

)0(
)0()0(

/
/0

n
nk

nk
kk EE

H
ψψψ

−
+= ∑                （3）  

ω)
2
1()0( += kEk                             /)3(  

微扰矩阵元 nknk WH λ=/ 要涉及厄密多项式相乘积的积分，为此利用关于 )0(
kψ 的一个递推公

式（ 90.p ，问题 2）： 

)
2

1
2

(1 )0(
1

)0(
1

)0(
+−

+
+= nnn

nnx ψψ
α

ψ                （4） 
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将此式遍乘 x ，再重复使用（4） 
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再将此式遍乘 x ，重复使用（4）式 
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利用公式（6）来计算微扰矩阵元 nkW ： 

         ∫
∞

∞−
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将（6）式中的n 换成 k 代入前一式，并注意 )0(
nψ 是正交归一化的，即 
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k 是固定指标，故 nkW 只有当n 取下述四值时不为零，即 
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)8(3,1,1,3 ++−−= kkkkn  

但要注意，当 n 取用一个值时，就不能再取其他值，所以 n 取定后 nkW 的非零值是（7）式

中某个δ 的系数。（3）的求和是式只有四项。 
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二能级量本征值修正量：按二级近似式是 
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10.2——8.10 
10.3——8.11 
10.4——8.36 
10.5——8.14 
10.6——8.6 

10.7 一维无限深势阱（ ax <<0 ）中的粒子受到微扰： 
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的作用，求基态能量的一级修正。 
  
（解）本题是一维无简并问题，无微扰时的能量本征函数 

a
xk
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πψ sin2)0( =              （1） 

能量本征值 
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2 a
kEk µ
π 

=                 （2） 

对基态 1=k ，计算能量的一级修正量时，因微扰 /H 是分段连

续的，因而要求两个积分式的和 
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利用定积分公式： 
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x
cos1sincos 2+=∫              （4）                                                                                                                                                                                                                                                                             

代入（3）；得 
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附带地指出：对于本题的粒子的激发态能量的一级修正量计算，可以用同样步骤得到，第 K
个激发态的一级修正： 
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10.7 一维无限深势阱 ( )ax <<0 中的粒子，受到微扰 'H 作用 
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求基态能量的一级修正。 
解：一维无限深势阱的能量本征值及本征函数为 
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作变换
a
xu π

= ，
π
aux = ， duadx

π
= ； 

a
xv ππ −= ，

π
avax −= ， dvadx

π
−

= 。 

代入上式完成积分， 
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10.8 在一维无限深势阱
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xV 中运动的粒子，受到微扰 'H 的作用， 
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xH ，讨论粒子在空间几率分布的改变。 

（解）一维无限深势阱的波函数的形式与所选择的参考系

的原点有密切关系，若选取势阱一端作为原点则能量的本

征函数可以是形式简单的，作如此选择时，若无微扰，则

能量的本征函数： 

a
xk

ak
πψ sin2)0( =   （k=1, 2, 3, ……）            (1) 

能量的本征值：      2
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本题主要计算本征函数的近似值，计算微扰距阵元： 
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最后一式的值与 k, n 的奇偶有关，但要注意到，k+n 与 k-n=（k+n）-2n 的奇偶性是相

同的，此外，若设 p 是个任意整数（奇偶不论），则有： 
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)12sin( −=+
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因此（3）式可归成二种情形 
（1） 若 k+n=奇数，令 k+n=2p+1，则有 
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       若 k+n=偶数，显然有 0' =nkH                                     (5) 

无简并的微扰中，波函数一级修正量是： 
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考虑到（4）（5）的结果，连同（6）式代入 )1(
kψ 的公式，得最后结果为两个无穷级数如下： 
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10.10 实际原子核不是一个点电荷，它具有一定大小，可近似视为半径为 R 的均匀分 
球体它产生的电势为 
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Ze为核电荷，试把非点电荷效应看成微扰， 
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计算原子的 s1 能级的一级微扰修正。 
解：.类氢离子中 s1 轨迹电子波函数为 
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a 为波尔半径， s1 能级的微扰论一级修正为 
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由于核半径 R 远小于原子半径 Za ，积分时可取 
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其中       
a
eZE s 2
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1 −=  

为类氢离子的基态能级。 
 
10.10 实际原子核不是一个点电荷，它有一定大小，可以视为一个均匀分布的球，测量表明，

电荷分布半径 

3
1

0 ZrR p=            厘米23
0 1064.1 −×=pr  

试用微扰论估计这种（非点电荷）效应对原子的 1s 能级的修正（设 1s 电子波函数近似取为

类氢原子的 1s 在态波函数。） 
    
 

（解）根据电学原理，本题的困难在于确立正确的微扰算符，

首先假定全部电荷 Ze 集中在一个几何点（r=0）所算得的基态能
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量是零级近似（最粗略的）。这时不论 r 的大小如何 )(0,r ∞∈ 电势用下式表示： 

            
r

Ze
=V(r)                          （1） 

表示。（这里不考虑电荷正负性） 
     但若要精确求核的电势能，用一个半径r0，具有总电荷Ze的均匀带电球来代表核，这

时球所产生的电势 )(rv 就复杂些，按电学原理，点P的势能随着它在球面外还是球面内而有

不同的计算式，设一点的位矢是 r。 

（a） 在球内 0rr < ：依电学原理整个球对 P(r)一点所生电荷由二部分构成，过 P 作一 

球面 S,S 内小球所生电势与全部集中在中心 O 处的电势相同，小球的体电荷为
3
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r
rZe ,所生

电势   
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    在球面S外面的厚度 rr −0 的球壳形电荷对P点产生的电势则需分层计算，将SS0这个厚

球壳壳分割成同心的薄球壳，每个薄球壳半径r’，厚度dr’，（但r’>r）这薄球壳对P所生电势

就和该球壳的电荷在中心O处所产生的电势一样，设电荷密度为 ρ ，则： 
薄球壳对 P 的电势 
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整个厚球壳（SS0）电荷对P点的电势 

           

)3()3(
2
3

)(

3
4

2

)(2''4

3
0

2

0

22
0

2
0

22
0

'

'
22

00

1



r
r

r
Ze

rr
r

Ze

rrdrrdvv
rr

rr

r

rr

−=

−=

−=== ∫∫
=

==

π
π

πρπρ

 

因此，在球面S0之内，一点 )(rP 

的电势是： 
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(b)在球外r>r0:根据电学原理，在球外任一点P’(r)处的电势，就和全部球形电荷（半径r0）
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集中在中心）处所产生的一样，即 

                 )4()(
r

Zerv =  

根据（1）（3）（4）可确立微扰算符为：（加负号因电子电荷-e 为负） 
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其次根据这个微扰来计算基态（1s）原子的一级能量修正，假设这种原子的基态能级和氢原

子一样，即纵使原子是多电子的，但也可忽去内层电子的屏蔽效应，无微扰能级是： 
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波函数和基态氢原子一样是： 
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按无简并微扰论： 
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根据题意原子核所折合的球体是 10-13cm的数量级，而玻尔半径 cma 8105.0~ −× ，二者相差

510 倍，因而当 0rr < 时，
a
r
是个极小的数量，在（8）的积分式中近似地有： 
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于是（8）式近似地成为： 
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10.12——8.17 
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10.20 设在H0表象中， Ĥ 的矩阵为： 
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试用微扰论求能量的二级修正。 

    （解）本题的意义在于：并不知道无微扰算符 0Ĥ ，微扰 'Ĥ 和总的（一级近似）哈氏

算符 Ĥ 的形式，也不知道零阶近似波函数 )0(
nψ 的形式，知道的是在 0Ĥ 表象中 'ˆˆˆ 0 HHH +=

的矩阵。但仅仅根据这矩阵的具体形式，按习惯用代表文字（本课本内）的涵义，可以知道

几点： 
    （1）能量本征值是分立的（因为用分立矩阵表示，若是连续能量本征值，不能用此表

示  法），无微扰能量本征值有三个 )0(
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     （2）微扰算符的的矩阵是 
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根据无简并微扰论，一级能量修正量是： kkH  

从（2）中看出，对角位置的矩阵元全是零，因此一级修正量 

       0)0(
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)0(
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1 === EEE  

又二级能量公式是： 
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−
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所需的矩阵元 '
nkH 已经直接由式（2）表示出，毋需再加计算，因而有： 
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10.21 设 '
0 HHH += ， 
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（ ba, 为实数） 

用微扰论求解能级修正（准到二级近似），并与严格解（把 H 矩阵对角化）比较。 

解：（1）由 'H 表达式可见，微扰哈密顿的矩阵元为  

aHH == '
22

'
11 ， bHH == '

21
'
12  

代入能量的微扰论二级近似公式 
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（2）直接求能量。设 H 的本征矢为 
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，对应的本征值为 E ，则本征方程为 
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βα , 有非零解的条件为 
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即     ( )( ) 02)0(
2
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这是关于 ( )Ea − 的二次方程，其解为 
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以上的近似符合定态微扰论的要求， 1)0(
1

)0(
2

<
− EE
b

， 

即微扰矩阵元小于能级差。上式分开±号再写一步，得能级的二级近似 
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这与（1）中用微扰论公式求得的结果完全一致。 
 

[15]一体系在无微扰时有两条能级，其中一条时二重简并，在 0H 表象中 
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在计及微扰后哈密顿量表示为： 
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（1） 用微扰论求 H 本征值准到二级近似。 

（2） 把
Λ

H 严格对角化，求 H 的精确本征值，然后 

（解）（1）将 H， 'H 比较知道 
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本题的微扰矩阵（3）是简并的波函数（零级）计算得来的，若像无简并微扰论那样计算

二级能量修正是可能的，但近似程度差，从（3）看出一级能量修正为零，准确到二级修

正量的能量本征值是： 
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                                                                      ~ 389~ 
但若将（2）看作准确的包括微扰的算符看待，则又能用分立表象本征函数的矩阵解法，

设定一个本征矢（三个元素的单列矩阵）和一个本征值λ，方程式是 
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久期方程式是： 
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可以和前一种近似解比较（与前题类似）其误差 
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10.22——8.41 
 

10.23 设在 0H 表象中， 0H 的矩阵表示为： 
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是 nn× 矩阵， ji εε ≠ ，又设微扰 'H 表示成 
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即所有元素都是—1，求 '
0 HHH += 本征值和本征函数。 

（提示）久期方程式为： 
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其中 ji E ελ 2−= 化简后得到 
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用图解法或数字计算法是很方便的。 
（解）提示部分已完成了解题的第一步骤，有两种证法。 
第一法：现在从行列式（3）开始，鉴于该行列式除掉对角线元素有不同矩阵元以外，其余

部分元素全是 1，因而可以用列之间的相减运算，使这个行列式变形，使它成为除边缘行、

边缘列，以及对角线以外，其余元素都是 0 的行列，试保持第一列不动，将第二、三、四、 
``````n 列分别减去第一列元素，结果是： 
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再将整个行列式依第一行展开成 n 个 )1( −n 阶的子行列式： 
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第一个行列式不动，在第二行列式中第一行不动，但从其余各行减去第一行。在第三行列式

中使第二行不动，其余各行减去第二行，依次类推……到最后一个，变成以下形状： 
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根据行列式性质，若将任两行对调位置，并且适当变更符号，则行列式值不变，在前式中第

一行列式不变，第二个也不变，第三个的一二行对调……则全部化成为角化行列式，就能计

算各行列式的值，结果是： 
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第二法：从行列式（3）开始，将第一行减去第二行，但第二行以下全部不动并用 ),( nk∆ 代

表对角元素是 )1,1( ++ nk λλ  ，其余元素是 1 的那种行列式，从（3）看出 ),1( n∆=∆ ，

它变形为： 
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将第二行列式的第一行不动，第二行起每行都减去第一行，结果有： 
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0000
0000
11111

),2(),1(
4

3
21 λ

λ
λλ +∆=∆ nn  

nn λλλλλ 4321 ),2( +∆=  

重复运用上述递推式： 

nnnn λλλλλλλλλ  4324331 }),3({),1( ++∆=∆  

nnn λλλλλλλλλλ  43243121 ),3( ++∆=  

}),4({ 54221 nn λλλλλλ +∆=  

nn λλλλλλλλ  432431 ++  

}11{21 ∑+=
i i

n λ
λλλ   

证得相同结论。因此本题的本征方程式成为： 

0}11{21 =+∑
i i

n λ
λλλ                                                    （4） 

或 0}
2

11){2()2)(2( 21 =
−

+−−− ∑
n n

n E
EEE

ε
εεε                         （5） 

（5）是能量本征值的 n 次方程式： 

02
2

1
1 =++ −−

n
nnn AEAEAE   

这是高次方程式，关于 21 ,εε 等题目又无任何提示，只能用些图解法解题在不失普遍性的

约定下，设 nεεεε >>> 321 画以下曲线： 

nEEE
Ef

εεε 2
1

2
1

2
11)(

21 −
++

−
+

−
+=   

 
 
 
 
 
 
 

这种曲线的一般形式见附图 nx εεε 2,2,2 21 −= 等位置是 )(Ef 曲线的各条渐近线，各条曲线
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与 nEEEx ,, 21= 就是所求的本征值，这种方法对数字问题有效。除图解法外， 

还可以用数字近似算法。求得 E 后再求本征函数。 

设本征函数是：



















1

1

1

C

C
C



代入本征方程式，可得一组线性方程式 

0}1)2{(
1

=+−∑
=

n

j
jijj CE δε                                     （6） 

或写作： 0)2(
1

=+− ∑
=

n

j
jii CEC ε   （但 ni ,2,1= ） 

即
i

n

j
j

i E

C
C

ε2
1

−

−
=
∑
=                                       （7） 

                                                               ~ 396~ 
取前一式的复共轭式，得： 

i

j
j

i E

C
C

ε2

*

*

−

−
=
∑

 

将前两等式相乘，并对 i 求总和，并且利用本征矢正交归一化条件： 

∑
∑

∑ ∑
∑∑

−
=

−
=

i i

j
j

i i i

k
k

j
j

ii E

C

E

CC
CC 2

2

2

*

*

)2(

)(

)2( εε
             （8） 

但 1* =∑ ii CC ， 因而 

∑
∑

−

=

i i

j
j

E

C

2)2(
1

1

ε

代入（7） 

∑ −

−
=

i i

i
i

E

E
C

2)2(
1

)2(
1

ε

ε
于是求得了本征矢























nC

C
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2
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10.24 设 H 的矩阵表示为： 
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试利用前题结论及微扰法，计算
Λ

H 的本征值。 

（提示）试选：



















=

0100
1000
0000
0000

'H  

     则 ?'
0 =−= HHH  

（解）由提示得知，若如此选择微扰 'H ,则无微扰哈氏算符是： 



















−−−−
−−−−
−−−−
−−−−

=

12111
11211
11121
11112

4

3

2

1

0

ε
ε

ε
ε

H  

若将 0H 看作前题中的 H，则按前题结论 0H 的本征值将决定于一方程式： 

0}
)2(

11{

)2)(2)(2)(2(
4

1
)0(

4
)0(

3
)0(

2
)0(

1
)0(

=
−
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−−−−

∑
=i iE

EEEE

ε

εεεε
 

即： 1
)2(

1
)2(

1
)2(

1
)2(

1

4
)0(

3
)0(

2
)0(

1
)0( −=

−
+

−
+

−
+

− εεεε EEEE
 

它是个普通的关于 )0(E 的四次方程式，它的根 )0(
4

)0(
3

)0(
2

)0(
1

)0( ,,, EEEEE =  

一般情形下不相等，按无简并微扰法，根据题给的矩阵
Λ

'H ，可知能级近似值是： 

)0(
3

)0(
4

)0(
4)0(

4
)0(

3

)0(
3

)0(
2

)0(
1

1,1,,
EE
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第十一章：量子跃迁 
P552——10.2，10.3 
11.1——10.1 
11.2 具有电荷q 的离子，在其平衡位置附近作一维简谐振动，在光的照射下发生跃迁，入射光能量

密为 )(ωρ ，波长较长，求： 

（1）跃迁选择定则。 
（2）设离子处于基态，求每秒跃迁到第一激发态的几率。 
解：本题是一维运动，可以假设电磁场力的方向与振动方向一致。 
（1）跃迁选择定则： 
为确定谐振子在光照射下的跃迁选择定则，先计算跃迁速率，因为是随时间作交变的微扰，可以用

专门的公式（12） 

)(
3

4
//'

2

2

22

kkkkkk rqW ωρπ →

=


                                              （1） 

式中

2

'

→

kkr 应理解为谐振子的矢径的矩阵元的平方和，但在一维谐振子情形，
→

kkr / 仅有一项
2

/kkx  

)(
3

4
//'

2

2

22

kkkkkk xqW ωρπ


=                                               （2） 

根据谐振子的无微扰能量本征函数来计算这矩阵元 

dxxxx kkkk ∫
∞

∞−

∗
= )()0()0(

'/ ψψ                                                （3）   

式中 )(
2

)( !
)0( axH

k
ax kkk π

ψ = ，


µω
=a  

要展开（3）式，可以利用谐振子定态波函数的递推公式： 

}
2

1
2

{1 )0(
1

)0(
1

)0(
+−

+
+= kkk

kkx ψψ
α

ψ                                         （4） 

代入（3），利用波函数的正交归一化关系： 

mnnx n dx δψψ =∫ )0(*)0(  

dxkkx kkkkk ∫
∞

∞− +−
+

+⋅= }
2

1
2

{1 )0(
1

)0(
1

*)0(
'' ψψ

α
ψ 1,1, '' 2

11
2

1
+−

+
+= kkkk

kk δ
α

δ
α

   （5） 

由此知道，对指定的初态 k 来说，要使矢径矩阵元（即偶极矩阵元）不为零，末态
'k 和初态 k 的关

系必需是： 

,1' −= kk 这时
2

1
,1'

kxx kkkk α
== −                                        （6） 
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,1' += kk 这时
2

11
k,1'

+
== +

kxx kkk α
 

因得结论：一维谐振子跃迁的选择定则是：初态末态的量子数差数是 1。 
（2）每秒钟从基态 0=k 跃迁到第一激发态的几率可以从（2）式和（7）式得到： 

)()
2
11(

3
4

10
2

2

22

10 ωρ
α

π


qW = )(
3
2

10
10

2

22

ωρ
µω

π


q
=  

 
11.3 设有一带电q 的粒子，质量为µ ，在宽度为a 的一维无限深势阱中运动，它在入射光照射下

发生跃迁，波长 a>>λ 。 
（1）求跃迁的选择定则。 
（2）设粒子原来处于基态，求跃迁速率公式。 
解：本题亦是一维运动，并且亦是周期性微扰，故可用前题类似方法。 
（1）跃迁选择定则： 
按第三章§3.1 一维无限深势阱定态波函数是：（原点取在势阱左端） 

a
xk

a
xk

πψ sin2)( =                                                （1） 

根据此式计算矩阵元： 

dx
a

xkx
a

xk
a

x
a

xkk

ππ sinsin2
0

'

' ⋅⋅= ∫ =
dx

a
xkk

a
xkkx

a
a

x∫ =

+
−

−
=

0

''

])(cos)([cos1 ππ
 

利用不定积分公式： 

2

cossincos
p

pxx
p
pxpxdxx

x
+⋅=∫                               (2) 

a

kk

a
xkk

kk
a

a
xkk

kk
ax

a
xkk

kk
a

a
xkk

kk
ax

a
x

0

'

22'

2'

'

'

22'

2'

'

})(cos
)(

)(sin
)(

)(cos
)(

)(sin
)(

{1
'

π
π

π
π

π
π

π
π

+
−

−
+

+
−

−
−

+
−

−
=

 

222'2

'

)(
1)1(4

'

kk
kak kk

−

−−
⋅=

+

π
                              (3) 

从最后一式知道，要使矩阵元 0' ≠kkx ， kk +' 必需要是奇数。但这个规律也可以用别种方式叙述，

当 kk +'
是 奇 数 时 kkkkk −=−+ '' 2                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             

必然也是奇数，因此一维无限深势阱受光照的选择定则是：表示初态和末态的量子数之和（或差）

应是个奇数 

),2,1,0()12('
=−=± nnkk  

因此 ',kk 二者之中，一个是奇数另一个是偶数。 
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（2）跃迁速率：依前题公式（1） 

)(
3

4
'''

2

2

22

kkkkkk xqW ωρπ


=  )(]1)1[(
)(3

64
'

' 2

422'

22'

22

22

kk
kk

kk
kkqa ωρ

π
⋅−−⋅

−
⋅= +



    （4） 

=± kk ' 偶数时 0' =kkW ， =± kk ' 奇数时 

)(
)(3

1027
'' 422'

22'

22

22

kk

2

kk kk
kk

h
qaW ωρ

π
π

−
⋅=                                    （5） 

粒子从基态 1=k ，跃迁到任何一个偶数态 nk 2' = 的速率： 

)(
)14(

)(
3

1024
1,242

2
2

1,2 nn n
n

h
qaW ωρ

−
=  

 
11.4——10.4 
11.5——10.5 
11.6——10.6 
 
11.7 设把处于基态的氢原子放在平行板电容器中，取平行板法线方向为 z 轴方向、电场沿 z 轴方

向可视作均匀，设电容器突然充电然后放电，电场随时间变化规律是： 







>

<
= −

)()0(

)0(0
)( t

0 为常数τε
ε

τ te

t
t            

求时间充分长后，氢原子跃迁到 2s，或 2p 态的几率。 

 

（解）按照习惯表示法，氢原子的初态（k 态）的波函数是： 100ψ ，末态（ 'k 态）的波函数是 200ψ

或 m21ψ ，它们的显式是如下： 

1s 态    a
r

e
a

−
=

3100
1
π

ψ                             （1） 

2s 态    a
r

e
a
r

a
2

3200 )2(
32

1 −
−=

π
ψ                    （2） 
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2p 态    ϕθ
π

ψ ia
r

ee
a
r

a
⋅=

−
sin)(

8
1 2

3211                 （3a） 

       ϕθ
π

ψ ia
r

ee
a
r

a
−−

− ⋅= sin)(
8

1 2
31,21                  （3b） 

θ
π

ψ cos)(
32

1 2
3210

a
r

e
a
r

a

−
=                    （3c）  

这些公式后面都要用来计算几率。从题意看来，原子所受的微扰是个随时间变化的函数，而且，电

场的方向是固定的，与光照射情形不同（光的电磁场是看作各向同性的），因此只能用一般的随时间

变化的跃迁振幅公式§ 11-2 公式（14） 

dteH
i

tC k'kit

kkkk
ω∫=

0

'
''

1)(


                      （4） 

微扰是指氢原子在此均匀电场中的偶极矩势能： 

θττ
Λ εε cos' 00 erereeH

tt
−→−→

=⋅=                      （5）   

微扰算符 'Ĥ 在初态 kψ （即 100ψ ）以及末态（即 200ψ 或 m21ψ ） 'kψ 之间的矩阵元是： 

τψψ
Λ

τ

dHH kkkk
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−

= ]cos[ 0
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τ
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t
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−

= )cos(*
0 '   
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t

eze ')(0
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−
=                                              （6）   

将（6）代入（4）先对时间进行积分；并认为充分长时间可以用 ∞→t   表达： 
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τ
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+
=


                                      （7） 

（前式中利用了 1' =
ti

kke ω
） 

其次计算偶极矩阵元 kkez ')( ，按题意，要求两种跃迁几率，下面分别进行： 

)21( ss → 跃迁，即从态 200100 ψψ 跃迁到 的几率： 
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              （8） 

代入（4）中知道 ssWC 210,0 100,200100,200 向即自== 的跃迁不存在。再考察 )21( ps → 的跃迁，

由于 2p 有三种不同态，自 1s 跃迁到每一态都有一定几率，因而要分别计算再求总和。 
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同理可求 
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将三种值分别代入（7），得 0,0 100,121100,211 == −CC  
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相应的跃迁几率（ 态——态自 210100 ψψ ）因
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11.8 氢原子处于基态加上交变电场 )(0 e tie ti ωωΕΕ −+= ， >>ω 电离能，用微扰论一级近

似，计算氢原子的每秒电离的几率。 
解：本题的性质属周期性微扰问题范围，但这过程中的末状态是电离态，电离态可以包括一切方向

传播的平面几率波，因此在跃迁几率方面要用类似于弹性散射的积分计算。 
根据 11.3 章周期性微扰论，若体系受微扰： 

)(
2

' e tie tiW
H ωω −+=
∧

   （1） 

则在较长的时间以后，体系从一个单态Ek，跃迁到一个单态Ek’

的跃迁几率Wk’k是以下式表示的： 

( )ωδ
π

ω hEkEkkkkk −−= 'W '
2

2
'



 

在本题的情形，微扰能量乃是氢原子在交变电场中的势能（忽略磁势能），将原子看作偶极子 OP（附

图），则微扰算符是： 

))(0(' e tie tiEreEreH ωω −+⋅=⋅=
∧

 

假定电场矢量的振幅E0在参考系中的分量是（E0x，E0y，E0z）用球坐标表示电子位置时，有： 

))(cos0sinsin0cossin0(

))(000('

e tie tirE zrE yrE xe

e tie tizE zyE yxE xeH
ωωθϕθϕθ

ωω

−+++=

−+++=
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（2） 

因此微扰算符中坐标有关的部分是： 
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2
1

000

^

θϕθϕθ rErErEeW zyx ++= （3） 

为了计算单态与单态间的跃迁速率（2），需要求初末态矩阵元Wk’k，按题意，初态是氢的基态，其

波函数是： 
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            （a 是玻尔半径） 

跃迁的末态是自由态（即正的能态），它的波函数是平面德布罗意波，但这种态的波矢量 k （与动

量 p 成正比）与能量Ek的关系：
µ2

22 kEk
= 是任意的，方向亦是任意的。我们假定波矢量 k 已

经确定，并且沿z轴，又假设氢原子关闭在体积L3的立方体中（箱归一化），则可写出末态的波函数： 

e
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下面计算微扰的空间部分 W 在前述两单态中的矩阵元： 
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注意这个积分包括三部分，并且积分变量 r，θ，ϕ是分离的。与ϕ有关的积分中，因： 

∫
=

=
π

ϕ

ϕϕ
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0cos d                   ∫
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0sin d  

因此（5）式中只有与E0x有关的积分不为零，在下面的计算中，积分的次序是r，θ，ϕ： 
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利用定积分公式： 
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其次计算自初态跃迁到末态为中心的，包括一切邻近态在内的总跃迁速度，根据 11.2 章常微扰相类

似，要考虑累计效应，在箱归一化的条件下，电子的动量分量是量子化的，表示为： 
 

nxL
px

π2= ， n yL
p y

π2=   

 nzL
pz

π2=  

而在动量相空间（Px，Py，Pz）中，若以（

L
π2 ）

为线度将相空间分割成立方形细胞，则每一立

方形相当于一个不同的动量态，因而“单位相

空间体积”中的态数目是 

)
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π
π L
L

=  

在相空间体元 ϕθθτ dddpdpdpd
'''2

sin2 ΩΩ == 之中，独立态数目是： 

dpdpL
d

L
dN Ω== 2)

2
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33

 π
τ

π
                         （8） 

另一方面，根据态密度 ρ 的定义，在指定方向（θ '
，ϕ '

）上，单位立方体角和单位能量间隔的态

数目是态密度 ρ ，因而在立方体角 Ωd 和能量间隔dEk 中的态数目是 

Ω
µµ

ΩΩ ρρρ ddddEddN pdpp 1)
2

(
2

===        （9） 

*注：本页第二行起到下页第九行公式（11）为止一段文字，是为使读者容易理解起见插入的有关“态

密度”的补充说明。 
将（8）（9）二式等起来，就得到箱归一化自由粒子的态密度公式： 

E
LpL

kµµ
π

µ
π

ρ 2)
2
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2
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33



==                         （10） 

由于独立事件的几率可以相加，因此，从同一单态E1跃迁到各种末态的总几率用积分计算，首先，

对于末端动量 p 在立体角 Ωd 之内，能量间隔在dEk之内的态数目是： 

EdddN kΩ= ρ  

每一种跃迁的速率（单位时间的几率）都看作Wk1（即 7 式），则对于所述的一系列跃迁的总的跃迁

速率是个微量 
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dEdwdNwdw kkk Ω⋅== ρ11
                           （11） 

因而向一切可能末态跃迁的总速率： 
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利用δ函数的变换性质于前一式，简化数字系数后，得以下的结果： 

)](2[

)(22

)(

)21(

22

1
22 6

1
2/36

2

2
0

2/5 211 7

1

2

262

2
0

2/5 211 7

6

2/3

ωµ

ω

π

µ

ωδ
µπ

µ
ω















++

+
⋅=

∫ −−

+
=

Ea
EEea

dEEE
Ea

EEea

x

E
k

k

x

k

k
k

 

 
11.13 一维运动的体系从|m>态跃迁到|n>态所相应的振子强度定义为： 

||||2 2><= mxnj nm
nm



µω  

µ 为振子质量，求证： 1=∑
n

nmj （∑
n

指对一切能量本征态求和）。这称为 Thomas—Reich—Kuhn

求和规则。 

（证明）第一法：用薛定谔图象（表象）：设|m>|n>是能量算符H
^

的本征矢，其相应的本征值是Em

和En，即|m>|n>满足： 

>>=>>= nEnHmEmH
nm
||||

^^                   （1） 

现将特征一式等号左方用能量本征值表示，再利用前两个本征方程式的特点将本征值换成哈氏算符

如下： 
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将前述的jnm对n求和（m固定），并利用两个矩阵乘积法则，即 
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在第四章的习题（8）中证明过：形如
2

pxxp
A

nmmn

nm

+
∑ 的算符是厄密算符，因而 xp+px

是厄密算符，它在任何态|m>的平均值是实数，故<m|xp+px|m>是实数，而（i/h）<m|xp+xp|m>是纯

虚数。 

但从题意： ><∑ −= mxnEEj mn
n

nm ||
2 2

2 )(


µ
 

看来∑ jnm
的每一项是实数，因而jnm是实的，可见（i/）<m|xp+px|m>=0 

而 1=∑
n

nmj  （由 3）。 

第二法：用海森伯图象（表象）：这种情形下我们将算符看作时间的函数而将本征函数看作与时间无
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关，根据第五章的原理，任何算符 A
^

的海氏表象都满足方程式： ][
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为了求得题给的和数，首先假设本征矢|m>|n>是薛氏表象，即 

emm tEi m /'|| −>>=     ， enn tEi n /'|| −>>=                （5） 

|m’>n’>是海氏表象本征矢，都与时间无关。现在求偶极矩阵元<n|x|m>的时间导数： 
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代入题给的求和式： 
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（7） 
按海氏表象定义 
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d ''' ||||  

式中，文字加撇的都代表海氏表象，无撇的代表薛氏表象，代入（7）式 
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最后一式利用了：
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第十二章：变分法 
这一章我看得很马虎，所以答案也没怎么找全，很多习题的答案还在《剖析》里面 
P591——9.9 
12.1——9.1 
12.4——9.16 
12.5——参考 5.3 
12.10——9.6 
12.11——9.10 
12.12——9.2 
12.13——9.3 
12.14——9.17 
12.15——9.15 
12.16——9.7 
12.17——9.8 
12.18——9.12 
12.19——9.14 
12.20——9.18 
12.21——10.12 

12.6 对于一维谐振子，取基态试探波函数形式为
2xe λ−
，λ为参数，用变分法求基态能量，

并与严格解比较。 

解：设基态波函数
2xCe λψ −=  ，归一化，得 

1
2

2
1

2222 22

=





== ∫∫

∞

∞−

−∞

∞−

−

λ
πλλ CdxeCdxCe xx

， 

取  
4

1
2







=
π
λC ，   

24
1

2       xe λ

π
λψ −





=∴  

( ) 22
2

22

2
1

2
xu

dx
d

u
xH ω+−=



 

( ) ∫
+∞

∞−

∧

= dxHE ψψλ * ∫
+∞

∞−

−−








+−






= dxexu

dx
d

u
e xx 22 22

2

222
1

2
1

2
2 λλ ω
π
λ 
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⋅+−
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+∞

∞−

−
+∞

∞−

− dxxeudxxe
u

xx 2222
22

1
22

2
1212 λλ ωλλ

π
λ 

 

λ
ωλ
82

22 u
u
+=



                                                    （1） 

由 
( ) 0

82 2

22

=−=
∂

∂
λ
ω

λ
λ u

u
E 

， 得   
2
ωλ u

±=  
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考虑 ( )xψ 在 ∞→x 处要求有限的条件，取  2

2
1

2
αωλ ==



u
                     （2） 

代入式（1），得谐振子（一维）基态能量 

ω
2
1

0 =E  

与严格解求得的结果完全一致。 
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    

12.7 对于非谐振子，
4

2

22

2
x

dx
d

u
H λ+−=



，取试探波函数为 ( ) 2

4
10

22xex α

π

αψ −=  

（与谐振子基态波函数形式相同），α 为参数，用变分法求基态能量。 

解： ∫
+∞

∞−

−= dx
dx
d

u
T 02

2
*
0

2

2
ψψ ( )∫

+∞

∞−

− −= dxxe
u

x 22
23

1
2

22

α
π

α α

u4

22
α

=             （1） 

∫
+∞

∞−

= dxxV 2
0

4ψλ ∫
+∞

∞−

−= dxex x22
4 α

π
λα

44
3
α
λ

=                               （2） 

( ) 4

22

4
3

4 α
λαα +=+=

u
VTE 

                                           （3） 

由 
( ) 0=

∂
∂
α
αE

，得  03
2 5

2

=−
α
λα

u


， 

解得      ( ) 3
122 6 λα u=                                                  （4） 

代入（3），得基态能量     3
13

2
23

0 24
33 λ








=

u
E 

                               （5） 

12.18 设 在 氘 核 中 的 质 子 与 中 子 的 相 互 作 用 表 成 ( ) arAerV −−= ，

（ maMevA 15102.2,32 −×== ）。设质子与中子相对运动波函取为 are 2λ− ，λ为变分

参数，用变分法计算氘核得基态能量。 

解：取     arNe 2λψ −=  ，                                               （1） 

归一化， 14
0

222 == ∫∫
∞ − drreNd arλπτψ ， 

得          
2

1

3

3

8 







=

a
N

π
λ

                                                （2） 

（而 Hamilton 量为      ( ) VTAe
r

r
rru
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∂
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λπ λ AdrreeANV arar  

因此      ( )
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2
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λλλ A
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VTE 

                                （3） 

其中u 为质子－中子体系的约化质量，即 

245.469 cMev
mm

mm
u

p

p =
+

=  

由极值条件 0=
∂
∂
λ
E

，求得λ最佳值满足的方程： 

( ) Aua 2

2

4 121


=
+ λ
λ

                                            （4） 

给定了上式右端各参数值之后，可用数值法求出λ的最佳值，相应的 ( )λE 最小值可以表成 

( )



 +−= λλ 1

3
1

2
1

4
2

2

2

ua
E 

                                    （5） 

式（4）中，
( ) 04531.0

1212 22

2

2

2

==
Aauc

c
Aua



 

由式（4）求得λ最佳值为   326.1=λ                                           （6） 
代入（5）式，即得   MevE 15.2−=                                              （7） 
氘核基态能级的实验值为 MevE 23.2−= ，二者相差约 6.3 % 。 
式（1）作为基态波函数的近似表达式，虽不十分准确，但简明易算。例如，由式（1）易得

基态最可几半径为   )( 26.320 fmar == λ     [ mfm 1510: − ]                   （8） 

和公认的数值基本一致。最可几半径由径向几率密度的极值条件决定，即满足 

( ) 0
0

22 =
=rr

r
dr
d ψ                                            （9） 

由式（1）还可求出基态平均半径为 

)(  89.432 fmadrr === ∫ λτψ                                 （10） 
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第十三章：弹性散射 
P660——11.21 
13.1——11.20 
13.3——11.3 
13.5——11.1 
13.7——11.10 
13.8——11.9 
13.11——11.12 
13.12——11.17 
13.13——11.18 
13.14——11.19 
13.15——11.5 
13.16——11.2 
13.17——11.4 
 
P686 用玻恩近似法，求在下列势场中的散射微分截面： 

（1）  
ar
arV

rV
>
<



−

=
0

)( 0  

（2）  
2

0)( areVrV −=        )0( >a  

 (3)    
r

erV
ar−

= β)(        )0( >a  

  (4)    areVrV −= 0)(         )0( >a  

(5)    2)(
r
arV =  

(解) （1）先列出玻恩近似法的基本公式。根据理论，如果散射粒子所在的势场是 )(rV 。

粒子质量是µ ，粒子的波数是 k（因是弹性散射，在散射前后都用此文字表示，它与能量 E

的关系是 2
2 2



Ek µ
= ）散射角度是θ ，而 )(θq 表示以下参数： 

2
sin2)( θθ kq =                （1） 

则与散射方向θ 对应的散射振幅用下述一维定积分计算 

∫
∞

⋅⋅
−

=
02 sin)(2)( drrqrrV

q
f



µθ                        （2） 

是为玻恩的散射振幅公式一般适用于高能量散射，若 )()( 0 arVrV <−=  

代入（2）： 
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利用积分公式 

         qx
q
xqx

q
qxdxx cossin1sin 2 −=∫  

于前一式，注意上下限为 a 和 0。 
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2

)( 22
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q
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q
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微分截面： 
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