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第一章  习 题 

1.1  如果将等体积球分别排列下列结构，设x表示刚球所占体积与总体积之比，证明 
                

结构 x 
简单立方(书P2, 图1-2) / 6 0.52π ≈  
体心立方(书P3, 图1-3) 

3 / 8 0.68π ≈  

面心立方(书P3, 图1-7) 
2 / 6 0.74π ≈  

六方密排(书P4, 图1-6) 
2 / 6 0.74π ≈  

金刚石(书P5, 图1-8) 
3 /16 0.34π ≈  

 
解 设n为一个晶胞中的刚性原子数，r表示刚性原子球半径，V表示晶胞体积，则致

密度为:
34

3
nr
V

πρ = （设立方晶格的边长为a） r取原子球相切是的半径于是 

结构 r n V ρ  
简单立方 a/2 1 a3 / 6 0.52π ≈  
体心立方 a/2 1 a3 

3 / 8 0.68π ≈  

面心立方 
3 / 4a  

2 a3 
2 / 6 0.74π ≈  

六方密排 
2 / 4a  

4 a3 
2 / 6 0.74π ≈  

金刚石 a/2 2 32a  3 /16 0.34π ≈  

1.2  证明理想的六角密堆积结构（hcp）的轴比 633.1
8
3

2

2/1

≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

c
 

解 由1.1题，六角密排中
23

22
3
2 crah −== ，故 633.1

8
3

2

2/1

≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

c  

1.3  证明：体心立方晶格的倒格子是面心立方；面心立方晶格的倒格子是体心立方 

解 由倒格子定义 2 3
1

1 2 3

2 a ab
a a a

π ×
=

⋅ ×
   3 1

2
1 2 3

2 a ab
a a a

π ×
=

⋅ ×
   1 2

3
1 2 3

2 a ab
a a a

π ×
=

⋅ ×
 

 体心立方格子原胞基矢 1 2 3( ), ( ), ( )
2 2 2
a a aa i j k a i j k a i j k= − + + = − + = − +  

倒格子基矢 2 3
1

1 2 3 0

22 ( ) ( )
2 2

a a a ab i j k i j k
a a a v

ππ ×
= = ⋅ − + × + −

⋅ ×
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2

0

2 ( ) ( )
4
a i j k i j k

v
π

= ⋅ − + × + −
2 ( )j k
a
π

= +  

同理 3 1
2

1 2 3

22 ( )a ab i k
a a a a

ππ ×
= = +

⋅ ×
    3

2 ( )b i j
a
π

= +  

可见由 1 2 3, ,b b b 为基矢构成的格子为面心立方格子 

面心立方格子原胞基矢 

1

2

3

( ) / 2

( ) / 2
( ) / 2

a a j k

a a k i
a a i j

= +

= +

= +

 

倒格子基矢 2 3
1

1 2 3

2 a ab
a a a

π ×
=

⋅ ×
   1

2 ( )b i j k
a
π

= − + +  

同理 2
2 ( )b i j k
a
π

= − +              3
2 ( )b i j k
a
π

= − +  

可见由 1 2 3, ,b b b 为基矢构成的格子为体心立方格子 

1.4 证明倒格子原胞的体积为
0

3(2 )
v
π

，其中 0v 为正格子原胞体积 

证   倒格子基矢 2 3
1

1 2 3

2 a ab
a a a

π ×
=

⋅ ×
 

               3 1
2

1 2 3

2 a ab
a a a

π ×
=

⋅ ×
 

                1 2
3

1 2 3

2 a ab
a a a

π ×
=

⋅ ×
 

倒格子体积
*
0 1 2 3( )v b b b= ⋅ ×  

3
*
0 2 3 3 1 1 23

0

(2 ) ( ) ( ) ( )v a a a a a a
v
π

= × ⋅ × × ×            
3

*
0

0

(2 )v
v
π

=  

1.5 证明：倒格子矢量 1 1 2 2 3 3G h b h b h b= + + 垂直于密勒指数为 1 2 3( )h h h 的晶面系。 

证：  
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         3 31 2

1 3 2 3

,a aa aCA CB
h h h h

= − = −  

 容易证明
1 2 3

1 2 3

0

0
h h h

h h h

G CA

G CB

⋅ =

⋅ =
 

1 1 2 2 3 3G h b h b h b= + + 与晶面系 1 2 3( )h h h 正交。 

1.6 如果基矢 , ,a b c 构成简单正交系 

证明晶面族 ( )hkl 的面间距为
2 2 21 ( ) ( ) ( )h k ld

a b c
= + +  

说明面指数简单的晶面，其面密度较大，容易解理 

证  简单正交系a b c⊥ ⊥   1 2 3, ,a ai a bj a ck= = =  

倒格子基矢 2 3
1

1 2 3

2 a ab
a a a

π ×
=

⋅ ×
  3 1

2
1 2 3

2 a ab
a a a

π ×
=

⋅ ×
  1 2

3
1 2 3

2 a ab
a a a

π ×
=

⋅ ×
 

             1 2 3
2 2 2, ,b i b j b k
a b c
π π π

= = =  

倒格子矢量 1 2 3G hb kb lb= + +
2 2 2h i k j l k
a b c
π π π

= + +  

晶面族 ( )hkl 的面间距
2d
G
π

= 2 2 21 ( ) ( ) ( )h k l
a b c

= + +  

面指数越简单的晶面，其晶面的间距越大 
晶面上格点的密度越大，这样的晶面越容易解理 

1.7 写出体心立方和面心立方晶格结构中， 近邻和次近邻的原子数，若立方边长为a，写

出 近邻和次近邻原子间距 
解  
 简立方 面心立方 体心立方 

近邻数 6 12 8 
近邻间距 a 

2/2a  2/3a  

次近邻数 12 6 6 
次近邻间距 

a2  
a a 

 
1.7  画体心立方和面心立方晶格结构的金属在 )100( ， )110( ， )111( 面上 

原子排列． 
解： 
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       体心立方                        面心立方 
 

 
 
1.9  指出立方晶格(111)面与(100)面，(111)面与(110)面的交线的晶向 
解  (111)面与(100)面的交线的 AB－AB 平移， 

A 与 O 重合。B 点位矢 BR aj ak= − +  

（111）与（100）面的交线的晶向 AB aj ak= − + —— 晶

向指数 011⎡ ⎤⎣ ⎦  

(111)面与(110)面的交线的 AB 
—— 将 AB 平移，A 与原点 O 重合，B 点位矢

BR ai aj= − +  

(111)面与(110)面的交线的晶向 AB ai aj= − +  

――晶向指数 110⎡ ⎤⎣ ⎦  

1.10 找出立方体中保持x 轴不变的所有对称操作，并指出他们中任意两个操作乘积的结果 
解：立方体中保持x轴不变，可有绕x轴转 2/π 、π 、 2/3π 加上不动C1，所有对称操作构
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成群C4:C4=（C1 C2 C3 C4），群中任意两元素乘积仍是群中元素。 

1.11 证明六角晶体的介电常数张量为

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

3

2

1

00
00
00

ε
ε

ε
 

证明 若 A是一旋转对称操作，则晶体的介电常数ε 满足 AATεε = ，对六角晶系，绕 x 轴

（即 a 轴）旋转 180 度和绕 z 轴（即c 轴）旋转 120 度都是对称操作，坐标变换矩阵分别为 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

100
010
001

xA            
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

=
100
02/12/3
02/32/1

zA  

假 设 六 角 晶 系 统 的 介 电 常 数 为

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

εεε
εεε
εεε

ε 则 由 x
T AAx εε = 得

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

333231

232221

131211

333231

232221

131211

εεε
εεε
εεε

εεε
εεε
εεε

可见

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3332

2322

11

0
0

00

εε
εε

ε
ε 将上式代入 z

T
z AA εε =

得

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−++−

−+−+

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

33
2323

2322112211

2322112211

3332

2322

11

22
3

244
3

4
3

4
3

2
3

4
3

4
3

4
3

4

0
0

00

εεε

εεεεε

εεεεε

εε
εε

ε
所 以

0113223 === εεε 可得到六角晶系的介电常数为

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

33

22

11

00
00
00

ε
ε

ε
ε 选择相应的坐标变换

可得到

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3

2

1

00
00
00

ε
ε

ε
ε  

1.12  比较面心立方晶格、金刚石晶格、闪锌矿晶格、Nacl 晶格的晶系、布拉伐格子、平

移群、点群、空间群。  
晶格 晶系 布拉伐格子 点群 空间群 

面心立方晶格 立方 面心立方 Oh Fm3m 
金刚石晶格 立方 面心立方 Oh Fd3m 
闪锌矿晶格 立方 面心立方 Td 

mF 34  

Nacl 晶格的晶系 立方 面心立方 Oh Fm3m 
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第二章  习 题 

2.1．证明两种一价离子组成的一维晶格的马德隆常数为 2ln 2α = . 
    证  设想一个由正负两种离子相间排列的无限长的离子键，取任一负离子作参考离子

（这样马德隆常数中的正负号可以这样取，即遇正离子取正号，遇负离子取负号），用 r 表

示相邻离子间的距离，于是有 

  
( 1) 1 1 1 12[ ...]

2 3 4j ijr r r r r r
α ±′= = − + − +∑  

前边的因子 2 是因为存在着两个相等距离 ir 的离子，一个在参考离子左面，一个在其右面，

故对一边求和后要乘 2，马德隆常数为 
 

2 3 4

(1 ) ...
3 4n

x x xx x
x

+ = − + − +∵  

当 X=1 时，有
1 1 11 ... 2
2 3 4 n− + − + =       

2.2  讨论使离子电荷加倍所引起的对 Nacl 晶格常数及结合能的影响（排斥势看作不变）  

解 ( ) nr
C

r
eru +−=

2α
 

由 01
0

2
0

2

0
=−= +nr r

nC
r
e

dr
du α

解 可 得 ( ) 1
1

20

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

n

e
nCer
α

于 是 当 e 变 成 2e 时 有

( ) ( )er
e

nCer n
n

0
1

11
1

20 4
4

2 +
+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
α

 

结合能为 ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

nr
eru 11
0

2α
当 e 变成 2e 时有 ( ) ( ) ( ) 1

0

2

411
2

42 +×=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= n

n

eu
ner

eeu α
 

2.3  若一晶体的相互作用能可以表示为 ( ) m nu r
r r
α β

= − +  

求  1）平衡间距 0r   2）结合能 W（单个原子的）   3）体弹性模量   4）若取

02, 10, 0.3 , 4m n r nm W eV= = = =  ，计算 ,α β 值。 

解  1）晶体内能 ( ) ( )
2 m n

NU r
r r
α β

= − +  

       平衡条件

0

0
r r

dU
dr =

=    1 1
0 0

0m n

m n
r r
α β
+ +− + =    

1

0 ( )n mnr
m
β
α

−=  

1 1 12[1 ...]
2 3 4

α = − + − +

2 2nα∴ =
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2)  单个原子的结合能 0
1 ( )
2

W u r= −  

        
0

0( ) ( )m n
r r

u r
r r
α β

=

= − +    
1 (1 )( )
2

m
n mm nW

n m
βα
α

−
−= −  

3)  体弹性模量
0

2

02( )V
UK V

V
∂

= ⋅
∂

 

晶体的体积
3V NAr= —— A 为常数，N 为原胞数目 

晶体内能 ( ) ( )
2 m n

NU r
r r
α β

= − +  

                   1 1 2

1( )
2 3m n

N m n
r r NAr
α β
+ += −  

              
2

2 1 1 2

1[( ) ]
2 3m n

U N r m n
V V r r r NAr

α β
+ +

∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂
 

体弹性模量
0

2

02( )V
UK V

V
∂

= ⋅
∂

 

         
0

2 2 2

2 2
0 0 0 0 0

1 [ ]
2 9 m n m n

V V

U N m n m n
V V r r r r

α β α β

=

∂
= − + − +

∂
 

由平衡条件

0

1 1 2
0 0 0

1( ) 0
2 3m n

V V

U N m n
V r r NAr

α β
+ +

=

∂
= − =

∂
 

          
0 0
m n

m n
r r
α β
=  

        
0

2 2 2

2 2
0 0 0

1 [ ]
2 9 m n

V V

U N m n
V V r r

α β

=

∂
= − +

∂
 

体弹性模量
0

2

02( )V
UK V

V
∂

= ⋅
∂

   0
0 0

( )
2 m n

NU
r r
α β

= − +  

          
0

2 2 2

2 2
0 0 0

1 [ ]
2 9 m n

V V

U N m n
V V r r

α β

=

∂
= − +

∂
 

         
0

2

2 2
0 0 0

1 [ ]
2 9 m n

V V

U N m nm n
V V r r

α β

=

∂
= − +

∂
 

（
0 0
m n

m n
r r
α β
= ）   2

0 0 0

[ ]
2 9 m n

N nm
V r r

α β
= − − +  
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0

2

02 2
0

( )
9V V

U mn U
V V

=

∂
= −

∂
      0

09
mnK U
V

=  

4）
0 0
m n

m n
r r
α β
=      

1

0 ( )n mnr
m
β
α

−=      
1 (1 )( )
2

m
n mm nW

n m
βα
α

−
−= −  

10
02

W rβ =    95 101.18 10 eV mβ −= × ⋅  

2
0 10

0

[ 2 ]r W
r
βα = +       19 29.0 10 eV mα −= × ⋅  

2.4  经过 sp3 杂化后形成的共价键，其方向沿着立方体的四条对角线的方向，求共价键之间

的夹角。 
解 sp3 轨道杂化过程形成的共价键如图所示 

 

共价键沿立方体四对角线方向，与中心可构成正四面体，易得键角为 '28109  

2.5  假设 III-V 族化合物中，III 族、V 族原子都是电中性的（q*=0）求其电离度 fi 

解 对于 III 族原子，有效电荷 2

2
*

1
83

λ
λ
+

−=q 电中性时 q*=0，所以 5/32 =λ  

由 Coulson 定义电离度得 III-V 族化合物（q*=0）的电离度为 

25.0
1
1

2

2

=
+
−

=
+
−

=
λ
λ

BA

BA
i pp

ppf  

2.6．用林纳德—琼斯(Lennard—Jones)势计算 Ne 在 bcc（球心立方）和 fcc（面心立方）结

构中的结合能之比值． 

解  12 6 12 61( ) 4 ( ) ( ) , ( ) (4 ) ( ) ( )
2 n lu r u r N A A

r r r r
σ σ σ σε ε⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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2
6 6 612

0 0
6 12

( ) 10 2
2r

AAdu r r u N
r A A

σ ε⎛ ⎞ = ⇒ = ⇒ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 2
0 6 6

2
0 12 12

( ) 12.25 / 9.11( ) /( ) 0.957
( ) 14.45 /12.13

bcc bcc

fcc fcc

u r A A
u r A A

ω
ω

′
= = = =

′
 

2.7．对于 2H ，从气体的测量得到 Lennard—Jones 势参数为
650 10 , 2.96 .J Aε σ−= × = 计

算 2H 结合成面心立方固体分子氢时的结合能（以 KJ/mol 单位），每个氢分子可当做球形来

处理．结合能的实验值为 0.751kJ／mo1，试与计算值比较． 

解  以 2H 为基团，组成 fcc 结构的晶体，如略去动能，分子间按 Lennard—Jones 势相互作

用，则晶体的总相互作用能为： 
12 6

12 62 .ij ij
i j

U N P P
R R
σ σε − −

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′= −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑  

6 1214.45392; 12.13188,ij ij
j i

P P− −′ ′= =∑ ∑

16 2350 10 , 2.96 , 6.022 10 / .erg A N molε σ−= × = = ×

( ) ( )
12 6

28 16 2.96 2.962 6 022 10 / 50 10 12.13 14.45 2.55 / .
3.16 3.16

U

U mol erg KJ mol−
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= × × × × × − ≈ −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

0将R 代入 得到平衡时的晶体总能量为

。

因此，计算得到的 2H 晶体的结合能为 2.55KJ／mol，远大于实验观察值 0.75lKJ／mo1． 

对于 2H 的晶体，量子修正是很重要的，我们计算中没有考虑零点能的量子修正，

这正是造成理论和实验值之间巨大差别的原因． 
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第三章  习 题 

3.1 ．已知一维单原子链，其中第 j 个格波，在第 n 个格点引起的位移为，

sin( _ )nj j j j ja t naqμ ω δ= + ， jδ 为任意个相位因子，并已知在较高温度下每个格波的平

均能量为 kT ，具体计算每个原子的平方平均位移。 
 解   任意一个原子的位移是所有格波引起的位移的叠加，即 

sin( )n nj j j j j
j j

a t naqμ μ ω δ= = + +∑ ∑     （1） 

2 * 2 *
n nj nj nj nj nj

j j j j j
μ μ μ μ μ μ ′

′≠

⎛ ⎞⎛ ⎞
= = +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ i  

由于 nj njμ μ⋅ 数目非常大为数量级，而且取正或取负几率相等，因此上式得第 2 项与第一项

相比是一小量，可以忽略不计。所以
2 2
n nj

j

μ μ=∑  

由于 njμ 是时间 t的周期性函数，其长时间平均等于一个周期内的时间平均值为 

02 2 2

0
0

1 1sin( )
2

T

j j j j j ja t naq dt a
T

μ ω δ= + + =∫         （2） 

已知较高温度下的每个格波的能量为 kT， njμ 的动能时间平均值为 

0 0

2 2
2 2 2

0 0 0
0 0

1 1 1sin( )
2 2 4

L T Tnj j j
nj j j j j j j

d w a
T dx dt L a t naq dt w La

T dt T
μ ρ

ρ ω δ ρ
⎡ ⎤⎛ ⎞

= = + + =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫ ∫  

其中 L 是原子链的长度， ρ 使质量密度， 0T 为周期。 

所以 2 21 1
4 2nj j jT w La KTρ= =    （3） 

因此 将此式代入（2）式有
2

2nj
j

KT
PL

μ
ω

=  

所以每个原子的平均位移为  2 2
2 2

1
n nj

j j jj j

KT KT
PL PL

μ μ
ω ω

== = =∑ ∑ ∑  

3.2  讨论 N 个原胞的一维双原子链(相邻原子间距为 a)，其 2N 个格波解，当 M=m 时与一

维单原子链结果一一对应  
解  质量为 M 的原子位于  2n-1， 2n+1， 2n+3 ……。         

质量为 m 的原子位于  2n，    2n+2，  2n+4 ……。  
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牛顿运动方程
2 2 2 1 2 1

2 1 2 1 2 2 2

(2 )
(2 )

n n n n

n n n n

m
M
μ β μ μ μ
μ β μ μ μ

+ −

+ + +

= − − −
= − − −

 

—— 体系有 N 个原胞，有 2N 个独立的方程 

方程
2 2 2 1 2 1

2 1 2 1 2 2 2

(2 )
(2 )

n n n n

n n n n

m
M
μ β μ μ μ
μ β μ μ μ

+ −

+ + +

= − − −
= − − −

的解 

[ (2 ) ]
2

[ (2 1) ]
2 1

i t na q
n

i t n aq
n

Ae

Be

ω

ω

μ

μ

−

− +
+

=

=
 

 

A , B 有 非零解

2

2

2 2 cos
0

2 cos 2
m aq

aq M
β ω β
β β ω
− −

=
− −

 

1
2 2 2

2

( ) 4{1 [1 sin ] }
( )

m M mM aq
mM m M

ω β +
= ± −

+
 

—— 两种不同的格波的色散关系 

          
1

2 2 2
2

( ) 4{1 [1 sin ] }
( )

m M mM aq
mM m M

ω β+

+
= + −

+
 

          
1

2 2 2
2

( ) 4{1 [1 sin ] }
( )

m M mM aq
mM m M

ω β−

+
= − −

+
 

对应一个 q 有两支格波：一支声学波和一支光学波  
—— 总的格波数目为 2N  

M=m    
4 cos

2
aq

m
βω+ =  

        
4 sin

2
aq

m
βω− =  

长波极限情况下 0q →    sin( )
2 2

qa qa
≈   (2 )q

m
βω− =  

与一维单原子晶格格波的色散关系一致 

2

2

(2 ) (2 cos ) 0
(2 cos ) (2 ) 0

m A aq B
aq A M B

β ω β

β β ω

⎧ − − =⎪
⎨
− + − =⎪⎩
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3.3．考虑一双原子链的晶格振动，链上 近邻原子间力常数交错的等于 c 和 10 c．令两种

原子质量相同，且 近邻间距为
2
a
．求在 0k = 和 k

a
π

= 处的 ( )kω ．大略地画出色散关系．本

题模拟双原子分子晶体，如 2H 。 

＜解＞    a/2               C           10c 
•                   •                    •              

1su −     1sv −         su           sv         1su +           1sv +  

( ) ( )
2

12 10s
s s s s

d uM C V u C V u
dt −= − + − ， 

( ) ( )
2

12 10 ,s
s s s s

d VM C u V C u V
dt += − + −         

将 , .isKa i t isKa i t
s su ue e V Ve eω ω− −= ⋅ = ⋅ 代入上式有 

( )
( )

2

2

10 11 ,

10 11 ,

ika

ika

M u C e V Cu

M V C e u CV

ω

ω

−− = + −

− = + −
    

是 U，v 的线性齐次方程组，存在非零解的条件为 
2

2

11 , (10 )
( 10), 11

iKa

iKa

M C C e
C e M C
ω

ω

−− +

+ −
   =0，解出 

( )

2 4 2 2

2

22 20 (1 ) 0

11 121 20 1 .

M MC C conKa
C conKa
M

ω ω

ω±

− + − =

⎡ ⎤∴ = ± − −⎣ ⎦
 

当 K=0 时，                  当 K= / aπ 时 

2

2

22 / ,

0,

C Mω

ω
+

−

=

=          

2

2

20 / ,

2 / ,

C M

C M

ω

ω
+

−

=

=
  

2ω 与 K 的关系如下图所示．这是一个双原子(例如 2H )晶体 

3.5  考虑一个全同离子组成的平面格子，用 lmU 记第 l 行，第 m 列的原子垂直于格平面的

位移，每个原子质量为 M， 近邻原子的里常数为 c 
（a）证明运动方程为 

( ) ( )[ ]mlmlmlmlmlml
ml uuuuuuc

dt
ud

M ,1,1,,,1,12
,

2

22 −++−+=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+−+  

（b）设解的形式为 ( ) ( )[ ]tamkalkiuu yxml ω−+= exp0, 。这里 a 是 近邻原子的间距，证明
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运动方程是可以满足的，如果 ( )akakcM yx coscos222 −−=ω 。这就是问题的色散关系 

（c）证明独立解存在的 k 空间区域是一个边长为
a
π2

的正方形，这就是平方格子的第 1 布

里渊区，构出 k=kx，而 ky=0 时，和 kx=ky时的 k−ω 图 

（d）对于 1<<ak ，证明 k
M

cakk
M

ca
yx

2
22

2

=+=ω  

解 （a）对于 0 原子（ lmU ）考虑左右上下原子与其相对位移有 

( ) ( ) ( ) ( )mllmlmmllmlmlmlmlm UUCUUCUUCUUCUM 1111 −+−+ −−−+−−−=  

( ) ( )[ ]lmmlmllmlmlmlm UUUCUUUCUM 22 1111 −++−+= −+−+  

（b）由题知 ( ) ( )[ ]tamkalkiUU yxml ω−+= exp0, 为平面格子运动方程的解，故 

( ) ( )( )[ ]tamkakliUU yxml ω−++=+ 1exp0,1  

( ) ( )( )[ ]tamkakliUU yxml ω−+−=− 1exp0,1  

( ) ( )( )[ ]takmalkiUU yxml ω−++=+ 1exp01,  

( ) ( )( )[ ]takmalkiUU yxml ω−−+=− 1exp01,  

将上式嗲如平面运动方程可得色散关系 ( )akakcM yx coscos222 −−=ω  

（c）由色散关系周期性边界条件知道 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

aa
kx

ππ ,   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

aa
ky

ππ ,  故在独立解存在的

k 空间区域为一边长为
a
π2

的正方形，即二维方正格子的第一布里渊区。 

k=kx而 ky=0 时 ( )kacM cos222 −=ω  

kx=ky时 ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −=−=
2

cos22cos222 kacakcM xω  

（d）对于 ka<<1，由 ( )
2

1
2

sin21coscos22 22
2 akkakaak

M
c

x −≈−=−  

( )yx
yx kk

M
cakak

M
c

+=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−≈

2
2

1
2

122 22
2ω 即 ( ) k

M
cakk

M
ca

yx

22

=+=ω  

3.5 已知某离子晶体每对离子平均互作用能为  nrr
qru βα

+−=
2

)(  其中马德隆常数
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9,75.1 == nα ，平衡离子间距 A82.20 =r 。 

     错误！未找到引用源。试求离子在平衡位置附近的振动频率。 
     错误！未找到引用源。计算与该频率相当的电磁波的波长，并与 NaCl 红外吸收频率

的测量值 u61 进行比较。 
解：错误！未找到引用源。把一对 NaCI 离子看成一对谐振子，其振动势能可表示为 

                            2
00 2

1 ru β=                       错误！未找到引用源。 

其中 .β 为力常数。它与振动频率有如下关系 

                
μ
βω 2

=                                   错误！未找到引用源。 

其中，          
Mm
111

+=
μ

                                 错误！未找到引用源。 

错误！未找到引用源。式 0u 左边为每对离子的平均作用能。 

因为                    0
4 1

0
2

00

2

0

=−=
∂
∂

+
=

n
rr r

nc
r

e
r
u

πε
α

 

所以                     
nr

e
r
c
n

1
4 00

2

0

⋅=
πε
α

                     错误！未找到引用源。 

                           J
nr

eruEb
18

00

2

0 1027.1)11(
4

)( −×=−+==
πε
α

  

由错误！未找到引用源。错误！未找到引用源。错误！未找到引用源。式得 

                            )11(222

0
2

0 Mm
u

rr
+==

μ
μ

ω  

把数值代入得 

                            131025.5 ×=ω  

所以                    1121035.8
2

−×== sv
π
ω

 

 

         错误！未找到引用源。   波长  mm
v
c μλ 361059.3

1035.8
103 5

12

8

=×=
×
×

== −
。

与吸收频带的关察值 mμλ 61= 很接近。 

3.6 计算一维单原子链的频率分布函数 ( )ρ ω   
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解  设单原子链长度 L Na=  

波矢取值
2q h
Na
π

= ×       每个波矢的宽度
2
Na
π

 

状态密度   
2
Na
π

         dq 间隔内的状态数
2
Na dq
π

 

—— 对应 ,q ω± 取值相同，dω间隔内的状态数目 

    ( ) 2
2
Nad dqρ ω ω
π

= ×  

一维单原子链色散关系   2 24 sin ( )
2

aq
m
βω =  

令 0
4
m
βω =    0 sin( )

2
aqω ω=  

两边微分得到  0 cos( )
2 2
a aqd dqω ω=  

2

2
0

cos( ) 1
2

aq ω
ω

= −     2 2
02

ad dqω ω ω= −  

2 2
02

ad dqω ω ω= −    
2 2
0

2 ddq
a

ω
ω ω

=
−

 

代入 ( ) 2
2
Nad dqρ ω ω
π

= ×
2 2
0

12 N dω
π ω ω

= ×
−

 

一维单原子链的频率分布函数
2 2
0

2 1( ) Nρ ω
π ω ω

=
−

 

3.7．设三维晶格的光学振动在 q=0 附近的长波极限有 2
0( )q Aqω ω= −  

求证：频率分布函数为 ( )1/ 2
0 02 3/ 2

1( ) ,
4
Vf

A
ω ω ω ω ω

π
= − < ; 

( ) 0f ω = .                0,ω ω>  

解  ( )
11
222 2

0 0 0 00 ( ) 0, 0Aq f Aq q Aω ω ω ω ω ω ω ω ω ω> − = > = < ⇒ − = ⇒ = −时，  

依据
( )3( ) 2 , ( )

( )2
q

q

V dsq Aq f
q

ω ω
ωπ

∇ = − =
∇∫ ，并带入上边结果有 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
1/ 2

1/ 2
0 03 3 1/ 2 22 3/ 2

0

1 14
2( )2 2 2q

V ds V A Vf
A Aq

ω π ω ω ω ω
ωπ π ω ω π

= ⋅ = ⋅ − = ⋅ −
∇ −
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( )
2 2 22 2 2

2 2 2 ,
2 2 2B x yK K

m m a a m a
π π πε

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

B点能量 所以 / 2B Aε ε =  

3.8．有 N 个相同原子组成的面积为 S 的二维晶格，在德拜近似下计算比热，并论述在低

温极限比热正比于
2T 。 

证明：在 k 到 k dk+ 间的独立振动模式对应于平面中半径 n 到 n dn+ 间圆环的面积

2 ndnπ ，且 ( )
2

2

5 32
2 2 2
L sndn kdk kdk d

vρ

ωπ ρ ω ω
π π π

= = =即 则 

( ) ( )

2

3 32 2

0/ /2 2 2 2 20

3 33
2 1 2 1 2 1

m D D

B B

xB BB B
k T k T xD D

d
s k T s k Tk T k Ts d x dxE E

v e v e v e
ω ω

ω ω
ρ ρ ρ

ω ω
ω ω

π π π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= + = =

− − −∫ ∫ ∫  

20 , ( )v s
ET E T C T
T
∂

→ ∝ ∴ = ∝
∂

3时，  

3.9 ． 写 出 量 子 谐 振 子 系 统 的 自 由 能 ， 证 明 在 经 典 极 限 下 ， 自 由 能 为

0
q

B n
q B

F U k T
k T
ω⎛ ⎞

≅ + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

证明:量子谐振子的自由能为
1 1
2

q

Bq k T
B n

q B

F U k T e
k T

ωω −⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟= + + −

⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑  

经典极限意味着（温度较高） BT gk ω  

应用 21 ...xe x x= − + +  

所以

2

1 ...
q

B q qk T

B B

e
k T k T

ω ω ω− ⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

因此 0
1 1 1
2

q q
q B n B n

q q B B

F U k T U k T
k T k T
ω ω

ω
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

≅ + + − + ≅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑  

其中 0
1
2 q

q
U U ω≅ +∑  

3.10． 设晶体中每个振子的零点振动能为
1
2

ω，使用德拜模型求晶体的零点振动能。 

证明:根据量子力学零点能是谐振子所固有的，与温度无关，故 T=0K 时振动能 0E 就是各振

动模零点能之和。 ( ) ( ) ( )0 0 00

1
2

mE E g d E
ω

ω ω ω ω ω= =∫ 将 和 ( ) 2
2 3

3
2 s

Vg
v

ω ω
π

= 代入积
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分有
4

0 2 3

3 9
16 8m m

s

VE N
v

ω ω
π

= = ，由于 0
9
8m B D B Dk E Nkω θ θ= =得  

一股晶体德拜温度为~ 210 K ，可见零点振动能是相当大的，其量值可与温升数百度所需热

能相比拟． 
3.11．一维复式格子 

24 15 1.67 10 , 4, 1.5 10 /Mm g N m
m

β−= × × = = × 4( 1.51 10 / ),dyn cm×即  

求（1），光学波 0 0
max min,ω ω ，声学波 max

Aω 。 

（2），相应声子能量是多少电子伏。 
（3），在 300k 时的平均声子数。 

（4），与 0
maxω 相对应的电磁波波长在什么波段。 

解 （1），
4

13 1
max 24

2 2 1.5 10 / 3.00 10 ,
4 5 1.67 10

A dyn cm s
M
βω −× ×

= = = ×
× × ×

 

( ) ( )4 24
13 1

max 24 24

2 2 1.5 10 4 5 5 1.67 10 /
6.70 10

4 5 1.67 10 5 1.67 10
o M m dyn cm

s
Mm

β
ω −+ × × × × + × ×

= = = ×
× × × × × ×

  
4

13 1
max 24

2 2 1.5 10 / 5.99 10
5 1.67 10

A dyn cm s
m
βω −× ×

= = = ×
× ×

 

（2）

16 13 1 2
max

16 13 1 2
max

16 13 1 2
min

6.58 10 5.99 10 1.97 10

6.58 10 6.70 10 4.41 10

6.58 10 3.00 10 3.95 10

A

o

o

s eV

s eV

s eV

ω

ω

ω

− − −

− − −

− − −

= × × × = ×

= × × × = ×

= × × × = ×

 

（3）
max max

max max/ /

1 10.873, 0.221
1 1

A O
B B

A O
k T k T

n n
e eω ω

= = = =
− −

 

min
min /

1 0.276
1

O
B

O
k T

n
e ω

= =
−

 

（4）
2 28.1c mπλ μ
ω

= =  
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第四章  习 题 

4.1．根据 k
a
π

= ± 状态简并微扰结果，求出与 E− 及 E+ 相应的波函数ψ− 及ψ+ 。说明它们

都代表驻波，并比较两个电子云分布（即
2ψ ）说明能隙的来源(假设 nV = *

nV )。 

解  令 k
a
π

= + ， k
a
π′ = − ，简并微扰波函数为

0 0( ) ( )k kA x B xψ ψ ψ= +  

0 *( ) 0nE k E A V B⎡ ⎤− + =⎣ ⎦    

 ( )0 0nV A E k E B′⎡ ⎤+ − =⎣ ⎦          取 E E+=   

带入上式，其中 0 ( ) nE E k V+ = +     

V(x)<0, 0nV < ,从上式得到 B= -A,于是 

0 0( ) ( )
n ni x i x
a a

k k
AA x x e e
L

π π

ψ ψ ψ
−

′+

⎡ ⎤
⎡ ⎤= − = −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎣ ⎦
=

2 sinA n x
aL
π

 

取 E E−= ， 0 ( ) nE E k V− = −   ,n nV A V B A B= − =得到  

0 0( ) ( )
n ni x i x
a a

k k
AA x x e e
L

π π

ψ ψ ψ
−

′−

⎡ ⎤
⎡ ⎤= − = −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎣ ⎦
=

2 cosA n x
aL
π

 

    由教材可知， +Ψ 及 −Ψ 均为驻波．  在驻波状态下，电子的平均速度 ( )kν 为零．产生

驻波因为电子波矢
nk
a
π

= 时，电子波的波长
2 2a
k n
πλ = = ，恰好满足布拉格发射条件，这

时电子波发生全反射，并与反射波形成驻波由于两驻波的电子分布不同，所以对应不同代入

能量。 
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4.2．写出一维近自由电子近似，第 n 个能带(n=1，2，3)中，简约波数
2

k
a
π

= 的 0 级波函

数。 

解：

2 2 2 1( )* 2 41 1 1 1( )
i mx i x i mx i m xikx ikx a a a a

k x e e e e e e
L L L L

π π π π

ψ
+

= = = ⋅ =  

第一能带：
* 210, 0, ( )

2
i x

a
km m x e

a L

ππ ψ⋅ = = =  

第二能带：

2 3
* 22 2 1, , 1, ( )

x i x
a a

kb b b b m m x e
a a L

π πππ π ψ′ ′= → ⋅ = − = − ∴ =
i i

2a则 即 （e =e ）  

第三能带：

2 5
* 2 22 2 1 1, , 1, ( )

i x i x i x
a a a

kc c m m x e e e
a a L L

π π ππ π ψ′→ ⋅ = = = ⋅ =即  

4.3． 电子在周期场中的势能． 

            2 2 21 ( ) ,
2

m b x naω ⎡ ⎤− −⎣ ⎦   na b x na b− ≤ ≤ +当                       

( )V x =      0                    ，  x na b≤ ≤ −当(n-1)a+b    

其中 a＝4b，ω是常数． 
(1) 试画出此势能曲线，求其平均值. 
(2) 用近自由电子近似模型求出晶体的第一个及第二个带隙宽度． 
解：(I)题设势能曲线如下图所示． 

 

(2)势能的平均值：由图可见， ( )V x 是个以a 为周期的周期函数，所以 

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
a a b

L b b
V x V x V x dx V x dx

L a a
−

−
= = =∫ ∫ ∫  

题设 4a b= ，故积分上限应为 3a b b− = ，但由于在[ ],3b b 区间内 ( ) 0V x = ，故只需

在[ ],b b− 区间内积分．这时， 0n = ，于是  

2 2
2 2 2 3 21 1 1( ) ( )

2 2 3 6
b b b b

b bb b

m mV V x dx b x dx b x x m b
a a a

ω ω ω− −− −

⎡ ⎤
= = − = − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫ 。 

（3），势能在[-2b,2b]区间是个偶函数，可以展开成傅立叶级数 
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2

0 0 0

2 1( ) cos , ( ) cos ( ) cos
2 2 2 2

b b

m m
m

m m mV x V V x V V x xdx V x xdx
b b b b b
π π π∞

=−∞

′
= + = =∑ ∫ ∫

1 1

2
2 2

1 0
2 , 1 ( ) cos

2
b

g g
m xE V m E b x dx

b b
ω π

= = = −∫第一个禁带宽度 以 代入上式,  

利用积分公式 ( )2
2 3

2cos sin 2cos sinuu mudu mu mu mu mu
m m

= + −⎡ ⎤⎣ ⎦∫ 得 

2
2

3

16m bω
π

=
1g

E 第二个禁带宽度
2 22 , 2gE V m= =以 代入上式,代入上式 

2

2
2 2

0
( ) cos

b

g
m xE b x dx

b b
ω π

= −∫ 再次利用积分公式有
2

2
2

2m bω
π

=
2g

E  

4.4 用紧束缚近似求出面心立方晶格和体心立方晶格 s 态原子能级相对应的能带 ( )sE k 函数 

解  面心立方晶格 

—— s 态原子能级相对应的能带函数 0( ) ( ) s

s

ik Rs
s s

R Nearest

E k J J R eε − ⋅

=

= − − ∑  

s 原子态波函数具有球对称性
0* 0

1 ( ) ( )[ ( ) ( )] ( )} 0s i s iJ J R R U V dϕ ξ ξ ξ ϕ ξ ξ= = − − − >∫  

0 1( ) s

s

ik Rs
s

R Nearest

E k J J eε − ⋅

=

= − − ∑  

—— 任选取一个格点为原点 
—— 近邻格点有 12 个 

 
12 个 邻近格点的位置 

, , 0
2 2

, , 0
2 2

, , 0
2 2

, , 0
2 2

a a

a a

a a

a a

⎧
⎪
⎪
⎪ −⎪
⎨
⎪−
⎪
⎪
⎪− −
⎩

0, ,
2 2

0, ,
2 2

0, ,
2 2

0, ,
2 2

a a

a a

a a

a a

⎧
⎪
⎪
⎪ −⎪
⎨
⎪ −
⎪
⎪
⎪ − −
⎩

, 0,
2 2

, 0,
2 2

, 0,
2 2

, 0,
2 2

a a

a a

a a

a a

⎧
⎪
⎪
⎪ −⎪
⎨
⎪−
⎪
⎪
⎪− −
⎩
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0
2 2s
a aR i j k= + +         0 1( ) s

s

ik Rs
s

R Nearest

E k J J eε − ⋅

=

= − − ∑  

( ) ( 0 )
2 2

( )
2 (cos sin )(cos sin )

2 2 2 2

x y z
s

x y

a ai k i k j k k i j kik R

ai k k y yx x

e e
k a k ak a k ae i i

− + + ⋅ + +− ⋅

− +

=

= − −
 

—— 类似的表示共有 12 项 
—— 归并化简后得到面心立方 s 态原子能级相对应的能带 

0

1

( )

4 (cos cos cos cos cos cos )
2 2 2 2 2 2

s
s

y yx x z z

E k J
k a k ak a k a k a k aJ

ε= −

− + +
 

对于体心立方格子           

――任选取一个格点为原点  
—— 有 8 个 邻近格点 
—— 近邻格点的位置 

, ,
2 2 2

, ,
2 2 2

, ,
2 2 2

, ,
2 2 2

a a a

a a a

a a a

a a a

⎧
⎪
⎪
⎪ − − −⎪
⎨
⎪ −
⎪
⎪
⎪ − −
⎩

       

, ,
2 2 2

, ,
2 2 2

, ,
2 2 2

, ,
2 2 2

a a a

a a a

a a a

a a a

⎧ −⎪
⎪
⎪ − −⎪
⎨
⎪ −
⎪
⎪
⎪ − −
⎩

 

2 2 2s
a a aR i j k= + +              0 1( ) s

s

ik Rs
s

R Nearest

E k J J eε − ⋅

=

= − − ∑  

( ) ( ) ( )
2 2 2 2

(cos sin )(cos sin )(cos sin )
2 2 2 2 2 2

x y z x y z
s

a a a ai k i k j k k i j k i k k kik R

y yx x z z

e e e
k a k ak a k a k a k ai i i

− + + ⋅ + + − + +− ⋅ = =

= − − −
 

—— 类似的表示共有 8 项 
归并化简后得到体心立方 s 态原子能级相对应的能带 

0 1( ) 8 cos( / 2)cos( / 2)cos( / 2)s
s x y zE k J J k a k a k aε= − −  

4.5  用|n>表示一维晶格的第 n 个格点的 s 态，在只计入近邻作用的紧束缚近似下，写出矩

阵元<m|H|n>的表达式 
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解 对于 N 个原子组成的相同一维晶格，第 n 个院子的位矢为 nx ，当作为孤立原子时，其 s

态电子的球对称性势能函数为 ( )nxxu − ，设归一化的波函数为 ( )nxx −φ ，能量为
( )0E ，在

晶格中该电子的势能函数为 ( )xv ，电子态是 N 度简并的，考虑微扰后的零级近似波函数为

( ) ( )n
n

knk xxCx −=∑ φψ 其中 knC 与 kn 有关不是 x 的函数，根据 Bloch 定理，波函数可以

写成 ( ) ( ) ( ) ( )n
n

xki
n

n

xxkixki
k xxexxeex nnn −=−= ∑∑ •−•−• φφψ 即

xki
kn eC •=  

薛定谔方程为 ( ) ( )xExxH knk ψψ =−ˆ   

其中 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] HHxxurvxxu
m

rv
m

H nn ′+=−−+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

∇
−=+

∇
−= ˆˆ

22
ˆ

0

2222

 

其中 ( ) ( ) Hxxurv n ′=−− ˆ 为微扰项，在 nx 附近 H ′ˆ 非常小，而在离 nx 较远处， ( )nxx −φ 又

非常小，所求能量的一级近似为
( ) ( )
( ) ( )∫

∫=
τψψ

τψψ

dxx

dxHx
E

kk

kk
*

* ˆ
所求矩阵元 

( ) ( )
( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )∫∑

∑ ∫∑

∫ ∫ ∑∑

∫ ∑
∫

∫

−′−+=

−′−+=

−′−+=

−′+=

′+=

>=<

−•

−•

••

•

τφφ

τφφ

τφφτψψ

τφψ

τψψ

τψψ

dxxHxxeNNE

dxxHxxeNE

dxxeHxxedxxE

dxxeHHx

dxHHx

dxHxnHm

nm
n

xxki

m
nm

n

xxki

n
xki

nm
m

xki
kk

n
xki

n
k

kk

kk

mn

mn

nm

n

ˆ

ˆ

ˆ

ˆˆ

ˆˆ

ˆ||

*0

*0

*0

0
*

0
*

*

 

4.6  由相同原子组成的一维原子链，每个原胞中有两个原子，原胞长度为 a，原胞内有两

个原子相对距离为 b 
（1）根据紧束缚近似，值计入近邻相互作用，写出 s 态对应的晶体波函数形式 
（2）求出相应的 E(k)函数 

解 （1）单原子紧束缚态的波函数 ( ) [ ] ( )∑ −•=
mR

mimk RrRik
N

r ϕψ exp1
变为 

( ) ( )[ ] ( )∑∑ −−+•=
mR

mi
d

mk dRrdRik
N

r ϕψ exp1
 

其中 d 可以去 0 和 b 两个值，分别表示原胞中两个原子的位置，用 a，b 表示之 

( ) [ ] ( ) ( )[ ] ( )∑ −−++−=
mR

mimik bRrbnaikRrikna
N

r ϕϕψ expexp1
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（2）相应的能带函数为 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]∑ ++++−+−−−=
n

i bnaikbnaJbanaikbanaJJkE expexp00ε  

S 态波函数是球对称的，交叠积分相同，趣味，同时由于 s 太波函数具有宇称，J1>0 

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]{ }bnaikbanaikJJkE i +++−−−= expexp0 10ε  

( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
−−=

2
exp

2
exp

2
12exp0 10

aikaikbanikJJkE iε  

( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
−−=

2
cos

2
12exp20 10

aikbanikJJkE iε  

4.7．有一一维单原子链，间距为 a，总长度为 Na。 
（1）用紧束缚近似求出原子 s 态能级对应的能带 E(k)函数。 
（2）求出其能态密度函数的表达式。 

（3）如果每个原子 s 态只有一个电子，求等于 T=0K 的费米能级 0
FE 及 0

FE 处的能态密度。 

解： 0 1 0 1 0 1(1), ( ) ( ) 2 cos 2 cosika ika
s sE k J J e e J J ka E J kaε ε−= − − + = − − = −  

0( ) ( ) sik R
sE k E J J p e− ⋅⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦

∑  

(2) ,
1 1

2 1( ) 2 2
2 2 sin sin
L dk Na NN E

dE J a ka J kaπ π π
= × × = × =  

(3), 
0 0

0 0

0

22 ( ) 2 2 2
2 2

Fk
F

F F
NakNaN k dk k k

a
πρ

π π
= ⋅ = ⋅ ⋅ = ∴ =∫  

0 0 0
1

1
1

( ) 2 cos , ( )
2 sin

2

F F s F
N NE E k E J a E N E

a JJ a
a

π
π ππ

= = − ⋅ = = =
⋅

 

4.8  (1)证明一个自由简单晶格在第一布里渊区顶角上的一个自由电子动能比该区

一边中点大 2 倍．(2)对于一个简单立力晶格在第一布里渊区顶角上的一个自由电子动

能比该区面心上大多少？(3)(2)的结果对于二价金属的电导率可能会产生什么影响 7 

解 （1）二维简单正方晶格的晶格常数为 a，倒格子晶格基矢
2 2ˆ ˆ,A i B j
a a
π π

= =  

第一布里渊区如图所示 
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( )
2

2 2 2

ˆ ˆ ˆ, .

,
2

B

x y z

i B K i j
a a a

K K K
m

π π π

ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= + +

A区边中点的波矢为K 角顶 点的波矢为

自由电子能量

 

2 22 2 2
2 ,

2 2 2A xK
m m a m a

π πε ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A点能量

 

22

;
2A m a

πε ⎛ ⎞== ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A点能量

( )
2 2 2 22 2 2

2 2 2 3 ,
2 2 2B x y zK K K

m m a a a m a
π π π πε

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + = + + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

B点能量  

所以 / 3B Aε ε =  

(3)如果二价金属具有简单立方品格结构，布里渊区如图 7—2 所示．根据自由电子

理论，自由电子的能量为 ( )
2

2 2 2

2 x y zK K K
m

ε = + + ，FerM 面应为球面．由(2)可知，内

切于 4 点的内切球的体积

34
3 a
π π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，于是在 K 空间中，内切球内能容纳的电子数为

             
a
π

      

a
π

−       0   

           π
−  
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( )

3

3
4 2 1.047
3 32

V N N
a

π π π
π

⎛ ⎞ ⋅ ⋅ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

   其中 3V Na=  

二价金属每个原子可以提供 2 个自由电子，内切球内只能装下每原子 1.047 个电子，

余下的 0.953 个电子可填入其它状态中．如果布里渊区边界上存在大的能量间隙，则余

下的电子只能填满第一区内余下的所有状态(包括 B 点)．这样，晶体将只有绝缘体性

质．然而由(b)可知，B 点的能员比 A 点高很多，从能量上看，这种电子排列是不利的．事

实上，对于二价金属，布里渊区边界上的能隙很小，对于三维晶体，可出现一区、二区

能带重迭．这样，处于第一区角顶附近的高能态的电子可以“流向”第二区中的能量较低

的状态，并形成横跨一、二区的球形 Ferm 面．因此，一区中有空态存在，而二区中有

电子存在，从而具有导电功能．实际上，多数的二价金届具有六角密堆和面心立方结构，

能带出现重达，所以可以导电． 
4.9  半金属交叠的能带 

2 2

1 1 1
1
2

2
2 2 0 0 2

2

( ) (0) , 0.18
2

( ) ( ) ( ) , 0.06
2

kE k E m m
m

E k E k k k m m
m

= − =

= + − =
 

其中 1(0)E 为能带 1 的带顶， 2 0( )E k 为能带 2 的带底 1 2 0(0) ( ) 0.1E E k eV− =  

由于能带的交叠，能带 1 中的部分电子转移到能带 2 中，而在能带 1 中形成空穴， 
讨论 T=0K 的费密能级 
解  半金属的能带 1 和能带 2 

2 2

1 1
1
2

2
2 2 0 0

2

( ) (0)
2

( ) ( ) ( )
2

kE k E
m

E k E k k k
m

= −

= + −

能带 1 的能态密度 

1 3( ) 2
(2 ) k

V dSN E
Eπ

=
∇∫     

2

1
k

kE
m

∇ =  

1 1 12[ (0) ( )] /k E E E k m∇ = −                  1 3( ) 2
(2 ) k

V dSN E
Eπ

=
∇∫  

2

1 3
1 1 1

4( ) 2
(2 ) 2[ (0) ( )] /

V kN E
E E k m

π
π

=
−

 

( )
1

1 1

3
2

1 2 2

2 2( ) (0) ( )
2

V mN E E E k
π

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠
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—— 同理能带 2 的能态密度 

( )
2

2 2 1 0

3
2

2 2

2 2( ) ( ) ( )
2

V mN E E k E k
π

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

如果不发生能带重合，电子刚好填满一个能带 
由于能带交叠，能带 1 中的电子填充到能带 2 中，满足 

0
1(0)

0
2( )0

1 2( ) ( )
F

F k

E E

E E

N E dE N E dE=∫ ∫  

1(0)

0

3
1 2

1 12 2

22 ( ) (0) ( )
(2 )

F

E

E

mV E E k dE
π

− =∫
0

2( )0

3
2 2

2 2 02 2

22 ( ) ( ) ( )
(2 )

F

k

E

E

mV E k E k dE
π

−∫  

0
1(0)

0
2( )0

3/ 2 3/ 2 3/ 2 3/ 2
1 1 1 2 2 2 0[ (0) ( )] [ ( ) ( )] F

F k

E E

E E
m E E k m E k E k− − = −  

0 0
1 1 2 2 0[ (0) ] [ ( )]F Fm E E m E E k− = −  

0 1 1 2 2 0

1 2

(0) ( )
F

m E m E kE
m m
+

=
+

    1 20.18 , 0.06m m m m= =   1 2 0(0) ( ) 0.1E E k eV− =  

0
2 0( ) 0.075FE E k eV= +  

4.10  向铜中掺锌，一些铜原子将被锌原子所取代，采用自由电子模型，求锌原子与铜原子

之比为什么值是，费米球与第一布里渊区边界相接触？（铜是面心立方晶格，单价，锌是

二价） 

解 设锌原子个数与总原子个数之比为 m，则有
( )

NkV
F =×× 3

3 3
4

2
2 π

π
 

3
223 4433

a
m

V
NkF

+
== ππ  

面 心 立 方 倒 格 子 为 体 心 立 方 ， 格 常 数 为 a/4π ， [111] 方 向

aa
k ππ 3

2
1

2
1

2
12 222

min =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

相切时有 minkkF = ， 1
4
3

−= πm  

所以锌原子与铜原子之比为
83
43

1 +
−

=
− π

π
m

m
 

4.11  三维简单立方晶格，立方原胞变成为 a，试用简约布里渊区表示自由电子能量，定性

画出沿 XΓ 轴与留个近邻倒格点相对应的自由电子 E(k)函数 

解 简单立方晶格的晶格常数为 a，倒格子基矢为 i
a

A ˆ2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
π

， j
a

B ˆ2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
π

， k
a

C ˆ2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
π

倒
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格子仍然是简单立方格子，如下图 

 

自由电子能量为
( )( )

m
kkE

2

22
0 ′

=′ ，k′为广延波矢，不一定在简约去中，但一定可以找到位

移的一个倒格矢 nG ′，使得 nGkk ′−′= ， k 是简约波矢，则 

( ) ( ) ( ) ( ) 22

2
00

nnnn Gk
m

GkEkE ′′ +=+=′  

对于三维简单立方格子
( ) ( )

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2222 222
2

0

zzyyxxn n
a

kn
a

kn
a

k
m

kE πππ
 

k 为简约波矢，为简单起见，去 k 的单位为 a/π ，
( ) ( )kEn
0

的单位是

22

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

am
π

 

则
( ) ( ) ( ) ( ) ( )222 222
0

zzyyxxn nknknkkE +++++= 对于 XΓ 方向 xx kk = ， 0== zy kk 且取

10 << xk 内讨论，则
( ) ( ) ( ) 222 442
0

zyxxn nnnkkE +++=  

所以 ( ) ( )( ) 20 0,0,00,0,0 xkE =Γ ，单简并 

六个近邻倒格点的自由电子 E(k)函数 

( ) ( )( ) ( )20 20,0,10,0,1 −=−−Γ xkE ，单简并 

( ) ( )( ) 40,1,00,1,0 20 +=Γ xkE ，四重简并 

( ) ( )( ) ( )20 20,0,10,0,1 +=Γ xkE ，单简并 
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4.12．设有二维正方晶格，晶体势为 ( ) 2 2, 4 cos cos .x yU x y U
a a
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

用近自由电子近似的微扰论，近似求出布里渊区顶角 ,
a a
π π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

处的能隙． 

解：以 ˆ ˆ,i j 表示位置矢量的单位矢量，以 1 2
ˆ ˆ,b b 表示倒易矢量的单位矢量，则有，

( )1 1 2 2 1 1 2 2 1 2
2ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , ,r xi yi G G b G b g b g b g g
a
π

= + = + = + 为整数。 

晶体势能 ( ) 2 2, 4 cos cos .x yU x y U
a a
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

( ) ( )
( )

( )

2 2 2 2
11

11
11

i x i x i y i y iG
G

G
U r U e e e e U e

π π π π
σ σ σ σ

− −⎛ ⎞⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
∑

( ) ( ) ( )11 10 20 ... 0G G GU U U U= − = = =其中 ，而其他势能傅氏系数 。这样基本方程

( ) ( ) ( ) 0k G
G

C K U G K Gλ ε− + − =∑ 变为  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )11 11 1 1 11 1 1 11 11 11 0K G G G GC K U C K G U C K G U C K G U C K Gλ ε− + − + − + − + − =

求布里渊区角顶 ,
a a
π π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，即 ( )1 1 1( , ) 11
2 2 2

k G G= = 处的能隙，可利用双项平面波近

似 

( )( ) ( )iKr i K G rC K e C K G e −Ψ = + − 来处理。 

当 ( ) ( )1 111 , 11
2 2

K G K G= = − 时依次有 

( ) ( ) ( ) ( )1 111 11 , 1 1 11
2 2

K G G K G G− = − − = + 而其他的 ( )11K G− ， 

( ) ( )11 11K G G− > ， 所 以 在 双 项 平 面 波 近 似 下 上 式 中 只 有

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 111 , 11 11 ;
2 2
1 111 , 1 1 11 ;
2 2

C G C K G C G

C G C K G C G

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 11
2

1 11
2

1 111 11 0
2 2

1 111 11 0
2 2

G

G

C G UC G

C G UC G

λ ε

λ ε
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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( )

( )

1 11
2

1 11
2

0G

G

u

u

λ ε
λ ε

−

− −
=−

−
，因为 

( ) ( )
( )

22 2 2

1 1 211 11
2 2

1 11
2 2G G

G
m ma

πλ λ λ
−

⎡ ⎤= = = =⎢ ⎥⎣ ⎦
 

2 2
2 2

2( ) 0 ,U U U
ma
πλ ε ε λ− − = ± = ±由行列式有 解得 =  

2 .uπ π ε ε ε−Δ − =+所以在（ ,- ）处的能隙为 =
a a

 

2)简单立方晶格的晶格常数为a，倒格子基矢为
2 2 2 ˆˆ ˆ, , ,A i B j C k
a a a
π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

第一布里渊区如图7—2所示． 
4.13 证明面心立方晶体的 s 带紧束近似下的 E(k)函数，在沿着布里渊区几个住对此轴防线，

可以约华成以下形式 

 (1): 沿 ΓX 方向（
μπ

a
kx

2
=

 ,
,0== yx kk 10 ≤≤ μ ） 

 ( )μπγβε cos214 +−−= ssE  

  (2): 沿 ΓL 方向,（
Zyx KK

a
k === μπ2

， 2/10 ≤≤ μ ） 

μπγβε 2cos12−−= ssE  

  (3): 沿 ΓK 方向,（
yx k

a
k == μπ2

, kz=0， 4/30 ≤≤ μ ） 

  ( )μπμπγβε cos2cos4 2 +−−= ssE  

  (4): 沿 ΓW 方向,（
μπ

a
kx

2
=

 , a
kk yz

πμ 2
2
1,0 ==

， 10 ≤≤ μ ） 

 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−−=

2
coscos

2
coscos4 μπμπμπμπγβε ssE

 

解：面心立方点阵 紧邻近似下 S 的电子紧束缚近似能带为   

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−−= akakakakakakEk zyzxyxs 2

1cos
2
1cos

2
1cos

2
1cos

2
1cos

2
1cos4γβε  

 (1): 沿 ΓX 方向,将
μπ

a
kx

2
=

 ,
,0== yx kk
代入（1）得 : 
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( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−−= akakakakakakEk zyzxyxs 2

1cos
2
1cos

2
1cos

2
1cos

2
1cos

2
1cos4γβε

 

     = ( )μπγβ cos214 +−−sE  

  (2): 沿 ΓL 方 向 , 将
Zyx KK

a
k === μπ2

 , 代 入 （ 1 ） 得  :  

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−−= akakakakakakEk zyzxyxs 2

1cos
2
1cos

2
1cos

2
1cos

2
1cos

2
1cos4γβε

     

= μπγβ 212 COSE s −−  

  (3): 沿 ΓK 方向,将
yx k

a
k == μπ2

 ,kz=0 代入（1）得 : 

  
( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−−= akakakakakakEk zyzxyxs 2

1cos
2
1cos

2
1cos

2
1cos

2
1cos

2
1cos4γβε

 

     = ( )μπμπγβ cos24 2 +−− COSE s  

  (4): 沿 ΓW 方向,将
μπ

a
kx

2
=

 , a
kk yz

πμ 2
2
1,0 ==

代入（1）得 : 

  
( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−−= akakakakakakEk zyzxyxs 2

1cos
2
1cos

2
1cos

2
1cos

2
1cos

2
1cos4γβε

 

     =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−−

2
coscos

2
coscos4 μπμπμπμπγβsE
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第五章  习 题 

5.1 设一维晶体的电子能带可以写成
2

2

7 1( ) ( cos cos 2 )
8 8

E k ka ka
ma

= − +  

其中 a 为晶格常数，计算 
1） 能带的宽度 
2） 电子在波矢 k 的状态时的速度 
3） 能带底部和能带顶部电子的有效质量 

解   1) 能带的宽度的计算
2

2

7 1( ) ( cos cos 2 )
8 8

E k ka ka
ma

= − +  

能带底部 0k =            (0) 0E =  

能带顶部 k
a
π

=           
2

2

2( )E
a ma
π

=  

能带宽度 ( ) (0)E E E
a
π

Δ = −
2

2

2
ma

=  

2）电子在波矢 k 的状态时的速度 

2

2

7 1( ) ( cos cos 2 )
8 8

E k ka ka
ma

= − +  

电子的速度
1 ( )( ) dE kv k

dk
=  

          
1( ) (sin sin 2 )
4

v k ka ka
ma

= −  

3) 能带底部和能带顶部电子的有效质量
2

2

7 1( ) ( cos cos 2 )
8 8

E k ka ka
ma

= − +  

电子的有效质量
2

* 2
2/ Em

k
∂

=
∂ cos (1/ 2)cos 2

m
ka ka

=
−

 

能带底部 0k =   有效质量
* 2m m=  

能带顶部 k
a
π

=  有效质量
* 2

3
m m= −  

5.2  晶格常数为 A5.2 的一维晶格，当外加 mV /102
和 mV /107

电场是，试分别估算电子

自能带底运动到能带顶所需要的时间 
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解 对晶体施加压力电场，电子在电场作用下不断改变状态，表现为电子在 k 空间的运动，

有晶体中电子运动的准经典运动方程 Ee
dt
kd
=  

则电子在 k 空间的速度
Ee

dt
kd
=  

顶与带底相距
a
π

故所需时间
EaeEe

at π
π

==  

mVE /102
1 = 时 st 8103.8 −×=  

mVE /107
2 = 时 st 13103.8 −×=  

5.3  试证在磁场中运动的布拉格电子，在 k 空间中轨迹面积 nS 和在 r 空间的轨迹面积 nA 之

间的关系为 nn S
qB

cA
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  

解 电子在磁场中运动受到洛伦兹力作用，有晶体运动准经典运动方程 
 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×−=×−= B

dt
rd

c
eBv

c
e

dt
kd 11

 

对 t 积分 Brekc ×−=  

在垂直于 B 的平面内 k
eB

cr Δ=Δ  

所以，电子在 k 空间中的轨道面积和 r 空间中的轨道面积之间有 nn S
qB

cA
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  

5.4（1）根据自由电子模型计算钾的德.哈斯-范.阿尔芬效应的周期 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Δ

B
1

 

（2） 对于 B1=T，在其实空间中电子运动轨迹的面积有多大？ 

解 （1）
FS
q

B
π21

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Δ   2

22
L
NSF π=  

二维自由电子气费米圆的面积
2
FF kS π=  

三维 k 空间形成一系列圆柱面，每当有一个圆柱面恰好与费米球相切是，系统能量增量 大，

使得带脑子系统能量增量 EΔ 随着 B/1 呈现周期变化，周期取决于 大截面 FS ，钾的 
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2
2 2602.0 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×==

q
kS FF

πππ   

ππ
π

34
2

19

102602.0055.1

102602.11

−

−

×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ××

××
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Δ

a
B

 

a 为体心立方晶胞的边长 

（2） TB 1=    21510905362 −×== mqSF
π

 

在真空空间中电子运动轨迹的面积
214

22

1008.442 m
Sk

S
FF

−×==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

πππ  

5.5 设电子等能面为椭球

2 22 2 2 2
31 2

1 2 3

( )
2 2 2

kk kE k
m m m

= + +  

外加磁场 B 相对于椭球主轴方向余弦为 , ,α β γ  

1） 写出电子的准经典运动方程 

2） 证明电子绕磁场回转频率为 *

qB
m

ω = 。其中
* 1 2 3

2 2 2
1 2 3

m m mm
m m mα β γ

=
+ +

 

解  恒定磁场中电子运动的基本方程 ( )dk qv k B
dt

= − ×  

电子的速度 
1( ) ( )kv k E k= ∇  

电子能量   
2 22 2 2 2

31 2

1 2 3

( )
2 2 2

kk kE k
m m m

= + +  

1 2 3
1 2 3

ˆ ˆ ˆ( )k
E E EE k k k k
k k k
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

 

22 2
31 2

1 2 3
1 2 3

ˆ ˆ ˆ( )k
kk kE k k k k

m m m
∇ = + +  

电子的速度 31 2
1 2 3

1 2 3

ˆ ˆ ˆ( ) kk kv k k k k
m m m

= + +  

磁感应强度    1 2 3
ˆ ˆ ˆ( )B B k k kα β γ= + +  

电子运动方程  ( )dk qv k B
dt

= − ×  

应用关系      1 2 3
ˆ ˆ ˆk k k× =  
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31 2
1 2 3 1 2 3

1 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[( ) ( )]kk kdk qB k k k k k k
dt m m m

α β γ= − + + × + +  

—— 电子运动方程 

31 2

2 3

32 1

3 1

3 1 2

1 2

( )

( )

( )

kdk kqB
dt m m

kdk kqB
dt m m

dk k kqB
dt m m

γ β

α γ

β α

⎧
= − −⎪

⎪
⎪

= − −⎨
⎪
⎪

= − −⎪
⎩

    

31 2

2 3

32 1

3 1

3 1 2

1 2

( ) 0

( ) 0

( ) 0

kdk kqB
dt m m

kdk kqB
dt m m

dk k kqB
dt m m

γ β

α γ

β α

⎧
+ − =⎪

⎪
⎪

+ − =⎨
⎪
⎪

+ − =⎪
⎩

 

令
0 0 0

1 1 2 2 3 3, ,i t i t i tk k e k k e k k eω ω ω= = =  

31 2

2 3

32 1

3 1

3 1 2

1 2

( ) 0

( ) 0

( ) 0

kdk kqB
dt m m

kdk kqB
dt m m

dk k kqB
dt m m

γ β

α γ

β α

⎧
+ − =⎪

⎪
⎪

+ − =⎨
⎪
⎪

+ − =⎪
⎩

   

0 0 0
1 2 3

2 3

0 0 0
2 3 1

3 1

0 0 0
3 1 2

1 2

0

0

0

qB qBi k k k
m m

qB qBi k k k
m m

qB qBi k k k
m m

γ βω

α γω

β αω

+ − =

+ − =

+ − =

 

0 0 0
1 2 3, ,k k k 有非零解，系数行列式为零 

0 0 0
1 2 3

2 3

0 0 0
2 3 1

3 1

0 0 0
3 1 2

1 2

0

0

0

qB qBi k k k
m m

qB qBi k k k
m m

qB qBi k k k
m m

γ βω

α γω

β αω

+ − =

+ − =

+ − =

   

2 3

1 3

1 2

0

qB qBi
m m

qB qBi
m m

qB qB i
m m

γ βω

γ αω

β α ω

−

− =

−

 

2 2 2
2 2 2 2

2 3 1 2 1 3

( ) ( ) ( ){ } 0qB qB qBi
m m m m m m

ω ω α γ β− + + + =  

0ω = 无意义 

旋转频率
2 2 2

2 3 1 2 1 3

1 1 1qB
m m m m m m

ω α γ β= + +  

2 2 2
1 2 3

1 2 3

m m mqB
m m m

α β γω + +
=           

*
qB
m

ω =  

其中 1 2 3
2 2 2

1 2 3

* m m mm
m m mα β γ

=
+ +

 

5.6  若已知 ( ) ( )xzzyyx kkkkkkcAkkE +++= 2
，导出 k=0 点上的有效质量张量，并找出
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主轴方向 
解 先求导有效质量张量 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

ACC
CAC
CCA

p
2

2
2

   0
2

2
2

2 =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=−

λ
λ

λ

ACC
CAC
CCA

Ap  

CA−== 221 λλ     CA 223 +=λ  

故求导有效质量张量为 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
−

−

CA
CA

CA

2200
020
002

1
 

k=0 时的有效质量张量为 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

−

−

CA

CA

CA

22
100

0
2

10

00
2

1

2  

接着求主轴方向 ( ) 0=− XEP λ  

CA−== 221 λλ 时 0=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

z
y
x

CCC
CCC
CCC

得

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

1
0
1

1α ，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=
0
1

1

2α  

CA 223 +=λ 时，同理可得

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1
1
1

3α ，但 1α 和 2α 不正交，故需正交化 

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
==

1
0
1

11 αβ ，则
( )
( )

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=−=
1
2

1

2
1

1
11

12
22 β

ββ
βααβ  

单位化得三个主轴方向 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
==

1
0
1

2
1

1

1
1 β

βγ   

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−==
1
2

1

6
1

2

2
2 β

βγ   

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==

1
1
1

3
1

3

3
3 β

βγ
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第六章  习 题 

6.1  He3的自旋为 1/2，是费米子。液体 He3在绝对零度附近的密度为 0.081gcm-3.计算费米

能 EF和费米温度 TF 
解 在绝对零度时，近似等触面为球面 

( )
2

3
081.0

3
4

2
2 3

3 ×××==×× AF NVNkV π
π

 

J
m
kE F

F
18

22

109545.0
2

−×==  

( ) 183/12 1025.1324.0 −×≈= cmNk AF π  

K
KJ
JkET BFF

4
23

18

109.6
/1038.1

109545.0/ ×=
×

×
== −

−

 

6.2 在低温下金属钾的摩尔热容量的实验结果可写成
32.08 2.57 /eC T T mJ mol K= + ⋅  

如果一个摩尔的金属钾有
236 10N = × 个电子，求钾的费米温度 FT  

解  一摩尔的电子对热容的贡献
2

0 0( )
2

B
V B

F

k TC N k
E

π
=  

 与实验结果比较
32.08 2.57 /eC T T mJ mol K= + ⋅  

                    
2

0 ( )
2

B
B

B F

k TN k
k T

π 32.08 10 /mJ mol K−= × ⋅  

费米温度
2

0 3 19624
2 2.08 10

B
F

kT N Kπ
−= =

× ×
 

6.3  若将银看成具有球形费米面的单价金属，计算以下各量 
    1)  费密能量和费密温度 

2） 费米球半径 
3） 费米速度 
4） 费米球面的横截面积 
5） 在室温以及低温时电子的平均自由程 

解  1）费密能量
2

0 2 2/3(3 )
2FE n

m
π=       2 10 /3(3 )Fk nπ=  
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6 29 3

31

34

10.5 10 0.586 10 /
107.87
9.11 10

1.05 10

An N m

m kg
J s

−

−

= × × = ×

= ×

= × ⋅

 

              0 198.82 10 5.5FE J eV−= × =  

费密温度
0

46.4 10F
F

B

ET K
k

= = ×  

  2)  费密球半径 

0 2
0 ( )

2
F

F
kE
m

=       
0

0
2

2 F
F

mEk =  

0 198.82 10FE J−= ×    0 10 11.2 10Fk m−= ×  

3)  费密速度
0
F

F
kv
m

=     61.38 10Fv m s= ×   

4)  费密球面的横截面积
0 2 02 2( sin ) sinF FS k kπ θ π θ= =   ――θ 是 Fk 与 z 轴间夹角 

0 2 1/3(3 )Fk nπ=     
2

2 23(3 ) sinS nπ π θ=  

5)  在室温以及低温时电子的平均自由程 

电导率
1σ
ρ

=       
2 0( )1 Fnq E
m
τ

ρ
=  

驰豫时间
0

2( )F
mE

nq
τ

ρ
=  

平均自由程
0( )F Fl v Eτ=   2

Fmvl
nq ρ

= 2
Fk

nq ρ
=  

0 K 到室温之间的费密半径变化很小
0 10 11.2 10F Fk k m−= = ×  

平均自由程
0

2
Fkl

nq ρ
=  将  

19

29 3

34

0 10 1

6
295

6
20

1.6 10
0.586 10 /
1.05 10
1.2 10

1.61 10

0.038 10

F

T K

T K

q C
n m

J s
k m

cm

cm

ρ

ρ

−

−

−

−
=

−
=

= ×

= ×

= × ⋅

= ×

= × Ω⋅

= × Ω⋅

代入 

8
295 5.24 10 52.4T Kl m nm−

= = × =  
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6 3
20 2.2 10 2.2 10T Kl m nm−

= = × = ×  

6.4  设 N 个电子组成简并电子气，体积为 V，证明 T=0K 时 

     1） 每个电子的平均能量 03
5 FU E=  

     2） 自由电子气的压强满足
2
3

pV NU=  

解  自由电子的能态密度
3/ 2 1/ 2

2

2( ) 4 ( )mN E V E
h

π=  

T=0 K，费米分布函数

0

0

1 ( )
( )

0 ( )
F

F

E E
f E

E E
⎧ ≤

= ⎨
>⎩

 

电子总数
0

( ) ( )N N E f E dE
∞

= ∫  

电子平均能量

0

0
0

3/ 2 1/ 2
20

( )
24 ( )

F

F

E

E

EN E dE
U mV E dE

h
π

= ∫
∫

      03
5 FU E=  

将电子气看作是理想气体，压强
2
3

p nU=  

2
3

Np U
V

=    
2
3

pV NU=  

6.5  如果弛豫时间 r(k)为一与 k 无关的常数。说明在电场中的一级近似解 f0+f1，实际表明

整个平衡分在 k 空间平移了一定的距离。 
解: 定态问题的波尔兹曼方程见教材 296 页（6 55‐ ）式。如果采取弛豫时间近似并仅加上

电场，设电场强度为 ε，则波尔兹曼方程可以简化为（即书上 297 页（6 58‐ ）式） 

0f fe f
τ
−∂

− ⋅ = −
∂

ε
k                                       (1) 

由此可以得到 

0
e ff f τ ∂

= + ⋅
∂

ε
k                                       (2) 

一般来说，ε 不是很大，是弱场。所以 f 和 f0 差别不大，因此（2）式右端的 f 可以用 f0 代
替，所以（2）式可以写成 

0
0

fef f τ ∂
= + ⋅

∂
ε

k                                       (3) 

对比数学公式 

( ) ( )0
ff r dr f r dr
r

∂
+ = + ⋅

∂
                           (4) 

则（3）式可以化为 
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( ) 0
ef f τ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
k k ε                                       (5) 

从（5）式可以看出来，由于认为弛豫时间 τ 是一个与 k 无关的常数，所以整个分布函数在

k 空间平移了一定的距离。 
6.6  考虑球形等能面的一阶金属（布里渊区半满），设布里渊区的形状为简单立方，具体估

计，电子为格波散射，在大多的散射角之内，旋转定则中 Gn=0 
解: 设波矢为 k 的电子发射或是吸收动量为 q 的声子之后波矢变为 k’，由于声子同时具有能

量和动量，所以电子的能量和动量均不守恒。但是，由于一般来说声子所携带的能量相对于

电子不大，所以这里近似认为电子发射或是吸收声子之后只改变动量，能量不变，即

fk′= =k k ，其中 kf为费米波矢。换句话说，这里仅仅考虑弹性散射，波矢大小保持不变

但方向改变，并且散射发生在费米面上。 
由于 Gn=0，所以这里的电子‐声子的散射过程是一个正常过程（N 过程），也就是电子

散射前后其动量和声子的动量都在第一布里渊区。如果以带箭头的直线代表电子线，弯曲线

代表声子线，则动量关系如右图所示（方框代表第一布里渊区，需要注意的是图中没有给出

费米面）。动量三角形是一个等腰三角形。设 大的散射角为 θ1，则 

1
12 sin
2fk qθ =                                      (1) 

 
对声子的处理取德拜模型，此时 q 有 大值 qmax，由第三章的只是可以求得

1/32

max
6q π⎛ ⎞

= ⎜ ⎟Ω⎝ ⎠
，对于单价原子的金属可以求得

1/323
fk π⎛ ⎞
= ⎜ ⎟Ω⎝ ⎠

，其中Ω是晶胞的体积。

由（1）式可以得到 

1/3
1 max

1sin / 2 2 / 2
2 fq kθ = =  

即 

( )1/3
1 2arcsin 2 / 2 79θ = ≈  

所以在79 以内的范围中，选择定则中的 Gn=0。 

6.7  利用波尔兹曼方程的弛豫时间近似解法 
（1）证明弱磁场并不改变电子的平衡分布，并说明其反映的物理图像 

（2）若电场 ( )0,, yxE εε= ，磁场为 ( )0,0,0 HH = ，求出含 E 一次方程的近似解 
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解:  (1)，设磁感应强度为 B，则在电场磁场同时存在的情况下应该有 

( )d e
dt

= − + ×
k ε v B                                 (1) 

波尔兹曼方程写成 

( )0
e ff f τ ∂

= + + × ⋅
∂

ε v B
k

                                (2) 

一般外界电场和磁场对于电子的作用远小于晶体中原子对于电子的作用，因而可以看成是弱

场，所以（2）式右边的f 可以用f0 代替，由此（2）式可以写成 

( ) 0
0

fef f τ ∂
= + + × ⋅

∂
ε v B

k
                                (3) 

由于 

0 0 0f f fE
E E

∂ ∂ ∂∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂
v

k k
                                (4) 

将（4）式带入（3）式有 

( ) 0 0
0 0

f fef f f e
E E

τ τ∂ ∂
= + + × ⋅ = + ⋅

∂ ∂
ε v B v ε v                  (5) 

因此，在一级近似下，磁场对分布函数没有贡献。其原因是在经典理论中，磁场只改变

电子的运动方向，不改变电子的能量，所以从经典理论来看，磁场不改变电子的分布函数。 
(2)，很显然由于一级近似下的(5)式与磁场无关，所以如果要体现磁场的影响，必须考

虑更高阶的近似。设与磁场强度H相应的磁感强度为B = (0，0，B0)，而B = μ0H，其中μ0为

真空磁导率，以下求解时使用磁感强度B， 后结果中再以H代回。 
如前所述，由于一般情况下外场可以看成是弱场，所以非平衡态分布函数f与平衡态分

布函数f0差别不大，可以对f进行展开，即 

0
0

ff f
E
ψ∂

= +
∂

                                (a) 

其中ψ 是一个小量。从第一问可以看到，ψ 的一级近似为
1 eψ τ= ⋅ε v ，在一级近似下，磁

场对分布函数并无影响，如果想要求出含B一次方的解，则要求出ψ 的二级近似 
将(a)式代入(2)式，得到 

( )f e f
E

τψ∂ ∂
= + × ⋅

∂ ∂
ε v B

k
                                (6) 

对(a)式两端求梯度，即 

0 0 0f f ff
E E

ψψ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠k k k k
                                (7) 

将（4）式代入（7）式右端第一项，并忽略掉包含ψ 的第二项（这是由于ψ 是一个小量，

所以（7）式右边的第二项可以忽略。但是， 后一项是ψ 的导数项则不能忽略），应有 
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0 0f ff
E E

ψ∂ ∂∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂
v

k k
                                (8) 

将（8）式代入（6）式可以得到 

( )0 0 0f f fe
E E E

τ ψψ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + × ⋅ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
ε v B v

k
             

即 

( )ee τ ψψ τ ∂
= ⋅ + + × ⋅

∂
ε v ε v B

k
                           (9) 

将（9）式右边 后一项中的 /ψ∂ ∂k 近似的取为
1 /ψ∂ ∂k ，并考虑到

*m=k v ，其中
*m 是

电子有效质量，计算时同时忽略掉包含
2ε 的项，则（9）式可以简化为 

( )
2 2

* *2

e e
m m
τ τψ = ⋅ + × ⋅ε k B ε k                   (10) 

将（10）式代入（a）式有（同时考虑到 0μ=B H ） 

( )
2 2

0 0
0 * *2

f eef f
E m m

μ ττ⎡ ⎤∂
= + ⋅ + × ⋅⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

ε k H ε k         (11) 

从上面的表达式可以看出，所求的f精确到了ε的一次项并同时体现了H的影响。有第一问可

知，弱磁场不改变电子的平衡分布，所以（11）式中没有出现单独的H一次项。 
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第七章  习 题 

7.1．InSb 电子有效质量 0.015em m= ，介电常数 18ε = ，晶格常数 6.49a A= 。试计算；

(1)施主的电离能；(2)基态的轨道半径；(3)施主均匀分布，相邻杂质原子的轨道之间发生交

叠时，掺有的施主杂质浓度应高于多少？ 

解：（1）由于施主电离能 DE 是氢原子电离能 iE 的 2
0

*m
m ε

倍， 

4
2

0

* 0.014 13.6 ( ) 6.59 10 ( )
(17)

i
D

m EE eV eV
m ε

−×
∴ = = = ×  

（2），
2

2 80 0
0 02

4 17 0.52 ( ) 6.31 10 ( )6.31 10 ( )
* * 0.014

ma a A A m
m e m
π ε ε ε −×

= = = = × ×  

（3），如果施主的电子与类氢基态轨道发生重叠，则均匀分布于 InSb中施主杂质浓度 DN 就

一定满足
3 3 20 2

8 3

1 1(2 ) 1, ( ) 4.98 10 ( )
2 (2 6.31 10 )D Da N N m

a
−

−= ∴ = = = ×
× ×

 

7.2  设有两个价带，带顶均在 k=0 且能量相等，带顶空穴有效质量有以下关系 m1=3m2，定

性画出两者的 E-k 图 
解  根据带边有效质量与能带关系，在能带极值处有效质量的大小反比于能带曲率的比例关

系，即有效质量越大，能带开口越大，可以定性画出两者的 E-k 关系图 

 

7.3  已知 Si 中只含施主杂质
31510 −= cmND 。现在 40K 下测得电子浓度为

31210 −cm ，试估

算施主杂质的电离能 

解  我们知道电子的浓度为
( ) TkEE

C
BFCeNn /

0
−−=     (a) 

又因为在 40K 的低温下，载流子将主要是有施主激发到导带的电子。在这种情况下，导带

中电子数目显然和空的施主能级数目相等。因此 

( )[ ] ( ) TkEEDDD BDFe
NEfNn /0 1

11 −+
=−=          (b) 
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由以上 a 和 b 两式可得 

( ) TkEE

C

D

BDFe
N
n

Nn
/0

0

1 −+
=                       (c) 

将 c 式中的 DC EE − 导带底施主能级的能量差，显然它就是施主的电离能 

DCi EEE −=                       (d) 

将 d 代入 c，并整理得到 

( )
2
0

0ln
n

NnNTkE CD
Bi

−
=            (e) 

由于
2/3TNC ∝ ，而又知 ( ) 319106.2300 −×= cmKNC ，故有 

( ) 31819
2/3

10266.1106.2
300
4040 −×=××⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= cmKNC  

由此可知施主杂质的电离能为 

( ) eVJEi 0722.010156.1
10

10266.11010ln4010381.1 20
24

181215
23 =×=

××−
××= −−  

7.4  某一 N 型半导体电子浓度为
315101 −× cm ，电子迁移率为 sVcm ⋅/1000 2

。求其电阻率 

解  m
ne e

⋅Ω=
××××××

=== −− 42.62
10100010602.110101

111
419615μσ

ρ  

7.5  已知 T=300K 硅的本征载流子浓度
310105.1 −×= cmni 硅的 PN 结 N 区掺杂为

316105.1 −×= cmND ，P 区的掺杂为
318105.1 −×= cmN A ，求平衡时的势垒高度 

解  T=300K 时，硅 PN 结的接触电势差为 

( )

( )
eV

n
NN

e
TkSiV

i

ADB
D

18.0
105.1

105.1105.1ln
10602.1

30010381.1

ln

210

1816

19

23

2

=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

×

×××
×

××
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−

−
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